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PRÉFACE. 



La première idée de ce petit Ouvrage remonte à en- 
viron trois années, A la fin de novembre 1877, j'^"^ 
rhonneur de soutenir devant la Faculté des Sciences de 
Paris une Thèse sur les applications mécaniques du 
Calcul des quaternions. La nature de mon Mémoire ne 
me permettait pas de présenter une exposition de la mé- 
thode elle-même, et, d'ailleurs, je considérais que la 
Théorie des quantités complexes de M. Hoûel contenait 
un développement suffisant des principes pour mettre 
le public mathématique à même d'en faire une étude 
complète. 

Cependant on me fit remarquer et je dus reconnaître 
que le savant et remarquable Traité de M. Hoûel est 
trop étendu pour être lu par tout le monde (j'entends 
tous ceux qui s'intéressent aux Sciences mathématiques 
et qui les cultivent). 

Plusieurs amis insistèrent près de moi sur l'utilité 
qu'il y aurait à publier, sous une forme très élémentaire 
et très sommaire, un exposé simple des éléments essen- 
tiels de la méthode des quaternions. 

Je me mis à l'œuvre; mais je ne pouvais consacrer à 
mon travail que des instants de loisir arrachés à des occu- 
pations nombreuses, multiples et fort étrangères aux 
Mathématiques. Il n'est donc pas étonnant qu'une œuvre 
si modeste ait demandé en apparence un temps aussi 
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long et que j'arrive seulement aujourd'hui à pouvoir 

la présenter au public. 

Ceux qui connaissent déjà le Calcul des quaternions 
ne doivent pas s'attendre ici à rien trouver de nouveau. 
Par contre, j'espère que les personnes étrangères à cette 
méthode et qui ont simplement une instruction mathé- 
matique ordinaire pourront acquérir, par une lecture 
un peu attentive de cette Introduction, une connaissance 
suflisante du calcul en question. Elles seront à même 
d'en faire ensuite des applications plus élevées ou 
d'aborder les Ouvrages des maîtres, qui leur fourniront 
les moyens de s'initier à la méthode des quaternions 
d'une manière complète. 

J'ai pris comme modèle, sans le suivre cependant pas 
à pas, et en y introduisant les modifications qui m'ont 
paru justifiées, un Livre analogue publié à Londres en 
1873, par MM, Kelland et Tait, sous le titre d^Intro- 
duction to quaternions. J'ai surtout emprunté à cette 
œuvre la plus grande partie des exercices traités ou pro- 
posés au lecteur. 

Peut-être est-il utile de donner ici quelques idées très 
générales sur l'esprit et sur le but de la remarquable 
méthode d'Hamilton. Cela permettra au lecteur pour 
lequel le sujet est absolument nouveau d'en aborder 
l'étude avec une précision d'autant plus grande ; et cela 
me conduira moi-même à expliquer et à justifier le mode 
d'exposition auquel j'ai cru devoir m'arrêter. 

La signification des signes -h et — , s'appliquant au 
sens des longueurs portées sur une ligne droite indéfinie, 
est une des créations les plus merveilleuses du génie de 
Descartes. C'est la base fondamentale de la Géométrie 
analytique. Mais, sans se préoccuper de la question des 
axes coordonnés, et en s'en tenant aux relations entre 
longueurs portées sur une seule droite, on s'aperçoit 
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que tous les faits géométriques qui s^accomplissent sur 
cette droite trouvent ainsi leur traduction dans l'Algèbre 
des quantités positives et négatives. 

On peut donc dire que le calcul de ces quantités, en 
mettant de côté tout ce qui concerne les imaginaires, 
c'est le calcul des faits géométriques sur une droite. 

Cette première notion devait s'étendre. 

Tout le monde sait aujourd'hui combien a été féconde 
au point de vue des résultats, en même temps que re- 
marquable au point de vue philosophique, l'interpréta- 
tion géométrique des imaginaires (la dernière à laquelle 
se soit arrêté Cauchy) ; cette intégration consiste à con- 
sidérer x-i-j yf^^i OU x-i-ji comme représentant la 
droite qui part de l'origine pour aboutir au point dont 
les coordonnées sont x etj'-. 

On commence à connaître aussi, même en France, la 
méthode si remarquable de Géométrie analytique plane 
due à M. G. Bellâvitis, et qu'on désigne sous le nom de 
Théorie des équipollences , 

Le calcul des équipollences, c'est-à-dire le calcul des 
quantités imaginaires, c'est le calcul des faits géomé- 
triques dans un plan. 

Et comme les règles à appliquer sont précisément 
celles de l'Algèbre ordinaire, on voit avec quelle facilité 
se combinent, se transforment, se soumettent enfin à 
toutes les opérations les faits géométriques dont il s'agit. 

Il était naturel, dès lors, que l'on cherchât, par voie 
de généralisation, à étendre aux faits géométriques de 
l'espace d'aussi intéressants résultats. Des tentatives di- 
verses furent faites longtemps dans cet ordre d'idées ; 
mais il était réservé au génie d'HAMiLTOw de surmonter 
les grandes difficultés que présentait la question et de 
créer de toutes pièces une doctrine nouvelle, irrépro- 
chable au point de vue philosophique, féconde en ré- 
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sultatSy et à laquelle il a donné le nom de Calcul des 
Qdatebniohs. 

On peut dire, en résumé, que le Calcul des quaternions, 
c'est l'Algèbre des faits géométriques de l'espace. 

Le premier élément à considérer, par analogie avec le 
plan, c'est la droite limitée qui, partant de l'origine, 
aboutit à un point quelconque, et que Ton représentera 
par un seul symbole. Comme deux droites, toujours par 
analogie, doivent être géométriquement égales (ou équi- 
pollentes) lorsqu'elles ont même longueur, même direc- 
tion et même sens, on peut définir le symbole unique 
qui les représentera l'une ou l'autre par l'expression 
d'une translation. C'est à ce symbole qu'on donne le 
nom de vecteur, et les vecteurs sont la base fondamen- 
tale, l'élément essentiel et primordial de la méthode 
des quaternions. 

Si l'on cherche à soumettre les vecteurs à l'addition 
ou à la soustraction, ou à les multiplier par des facteurs 
réels, l'analogie avec le plan se poursuit absolument, et 
les difficultés sont nulles. 

Mais, dès qu'on arrive à la notion de multiplication, la 
question devient épineuse et délicate; il faut se donner 
une définition qui peut sembler plus ou moins arbitraire, 
et l'on s'aperçoit très bien qu'on n'est plus là sur le do- 
maine des quantités imaginaires de l'Algèbre ordinaire. 
La considération du j apport géométrique de deux vec- 
teurs (ou de la biradiale) fournit la solution de la 
question ; mais, en étudiant les biradiales, en les com- 
binant entre elles, on arrive par la force des choses à 
reconnaître bien vite qu'il faut des règles nouvelles au 
nouveau calcul. Toutes les modifications qui se pro- 
duisent dérivent d'un fait unique, dont l'importance est 
énorme : c'est que « la multiplication n'est plus commu- 
tative en général ». Toutes les autres propriétés de la 
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multiplication sont conservées, mais non pas celle-là. 

L'Algèbre nouvelle qui en résulte présentera donc 
certaines difficultés spéciales, et Ton peut, si on le juge 
convenable, en profiter pour faire la critique de la mé- 
thode des quaternions et déclarer qu'il y a là un incon- 
vénient fondamental et grave. 

Mais cet inconvénient résulte de la nature même des 
choses. Il représente la traduction exacte, formelle, d'un 
fait précis ; de telle sorte qu'il serait peut-être plus sage 
de voir là, tout au contraire, un avantage sérieux, 
puisque l'Algèbre des faits géométriques de l'espace ne 
saurait exister sans cela. 

Les ressources que présente celte Algèbre, la con- 
cision qu'elle permet d'introduire dans les calculs, le 
caractère intuitif qu'elle donne à certaines solutions, 
l'étendue et la variété des applications auxquelles elle 
se prête, nous ne les développerons pas ici. Mais nous 
ferons remarquer, d'après ce qui précède, tout l'intérêt 
qu'il y a, dans une première initiation surtout, à ne pas 
séparer un seul instant les symboles des faits réels dont 
ils sont la représentation, et à ne pas laisser l'esprit du 
lecteur perdre de vue ces faits géométriques, qu'il s'agit 
d'exprimer et de combiner. Autrement, on s'exposerait 
à donner peut-être un caractère quelque peu répugnant 
à son exposition, en froissant les habitudes d*espril 
les plus ordinaires, comme celle de la commutativité 
de la multiplication, sans raison visible et bien jus- 
tifiée. 

Je crois, pour mon compte, qu'il faut chercher dans 
ce procédé d'exposition trop exclusivement analytique 
l'une des causes principales de la défaveur dans laquelle 
les quaternions sont restés si longtemps en France, dé- 
faveur dont ils commencent à peine à se relever, alors 
qu'à l'étranger, en Angleterre et en Amérique surtout. 
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on en fait tant d'usage dans toutes les branches des Ma- 
thématiques appliquées ( * ). 

On ne s'étonnera donc pas que nous ayons tenu à ap- 
puyer constamment le début de notre exposition sur des 
considérations géométriques, avec une insistance qui 
pourrait sembler excessive et presque puérile sans les 
considérations qui précèdent. 

Un mot seulement des notations. Comme dans ma 
Thèse de 1877, j'ai cru devoir adopter presque exclusi- 
vement celles introduites par M. Hoûel, et qui me pa- 
raissent offrir des avantages considérables au point de 
vue de la clarté. Représenter constamment les caracté- 
ristiques spéciales par des lettres gothiques et adopter 
des caractères différents pour chaque nature de symbole ; 
faire, par exemple, que dans a on reconnaisse toujours 
un vecteur, dans a ou a une quantité algébrique, dans a 
un angle, dans ^ un quaternion, dans A un point, c'est, 
à mon avis, rendre lisibles des calculs qui parfois devien- 
draient sans cela assez difficiles à suivre. Je regrette vi- 
vement de rester en désaccord sur ce point avec M. Tait, 
le célèbre disciple d'Hamilton, qui trouve que M. Hoiiel 
a altéré l'œuvre du maître. Perfectionner n'est pas dé- 
truire. 

Sur un point cependant, j'ai renoncé à là notation de 
M. Hoiiel : c'est pour la représentation des fonctions 
vectorielles linéaires, qu'il désigne par Q ; ce signe a le 

(*) Il est juste d'ajouter cependant que, même en France, il parait y 
avoir une tendance, depuis quelques années, à revenir de Toubli in- 
juste dans lequel on a laissé le calcul d'Hamilton. C'est ainsi que Tin- 
téressant Ouvrage de M. Tait, An elenientary Treatise on quaternions, 
qui a eu deux éditions en Angleterre, vient d'être traduit en français 
par M. Plarr, l'un de nos compatriotes. Cette traduction est actuelle- 
ment sous presse, et tout permet d'espérer que la publication, confiée 
aux soins de M. Gauthier-Yillars, ne s'en fera pas trop longtemps at- 
tendre. 
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défaut grave de ne pouvoir s'exprimer, et on ne peut le 
modifier que par des indices. Je suis revenu aux carac- 
téristiques d'Hamilton, *, T, .... 

Je résumerai maintenant de la façon la plus brève 
l'exposé de la division adoptée dans cette Introduction. 

Le Chapitre P^ traite de l'addition et de la soustraction 
des vecteurs, et de leur multiplication par des quantités 
réelles. Je le termine par des considérations très simples 
sur les « points moyens » ou centres de gravité. 

Dans le Chapitre II, le plus important pour l'étude de 
la méthode, je traite de la multiplication et de la division 
des vecteurs. C'est là que s'introduisent les éléments et 
les notations indispensables à Tintelligence de la doc- 
trine. On remarquera la démonstration de la propriété 
associative de la multiplication, que je me suis efforcé 
de présenter d'une manière logique et aussi simple que 
possible, et qui est absolument fondamentale. 

Immédiatement après, dans le Chapitre III, se trouvent 
indiquées des applications des notions précédentes à la 
géométrie de la ligne droite et du plan ; puis, dans le 
Chapitre IV, à la géométrie du cercle et de la sphère. 

Le Chapitre V renferme des notions élémentaires sur 
la différentiation des quaternions, qui me paraissent 
utiles pour l'étude des tangentes aux courbes dont on 
s'occupe dans les Chapitres suivants. 

Les Chapitres VI, VII, VIII ont pour objet l'applica- 
tion desquaternions à des questions concernant Tellipse, 
l'hyperbole et la parabole, respectivement. 

Dans le Chapitre IX, j'ai groupé un certain nombre 
de formules non encore étudiées dans ce qui précède et 
dont l'usage est cependant d'une grande utilité dans les 
applications. Quelques exemples permettent déjuger de 
l'utilité de ces formules. 

Le Chapitre X est consacré à l'étude des équations du 
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premier degré ; il m'a semblé bon de le faire précéder 
Texamen des surfaces du second ordre. J'ai surtout in- 
sisté sur la méthode si intéressante inventée par Hamil- 
ton pour effectuer l'inversion de la fonction *. 

Enfin le Chapitre XI et dernier a pour objet quelques 
notions sur la géométrie des surfaces du second ordre. 

A la suite de chaque Chapitre se trouvent un certain 
nombre d'énoncés, proposés au lecteur comme exercices. 

J'aurais désiré donner aussi quelques applications à 
la géométrie générale des courbes et des surfaces, à la 
Mécanique rationnelle et à certaines questions de Phy- 
sique mathématique 5 mais j'ai dû reconnaître qu'en en- 
trant dans cette voie j'aurais excédé les limites que je 
m'étais tracées-, cette Introduction aurait perdu le carac- 
tère de simplicité et de brièveté qu'il faut lui conserver 
si Ton veut qu'elle soit utile. Force m'a donc été, non 
sans regret, de renoncer à donner de plus larges dévelop- 
pements aux applications. 

Dans les calculs qui se rapportent à l'exposition de 
la doctrine, ainsi que dans les raisonnements, je me suis 
constamment efforcé de rendre l'enchaînement des idées 
aussi clair que possible, à tel point qu'on pourrait peut- 
être me reprocher une minutie excessive et une trop 
grande insistance sur des choses presque évidentes; mais 
on ne saurait trop s'attacher à aplanir les difficultés lors- 
qu'il s'agit d'une étude nouvelle. 

J'ai cru, au contraire, pouvoir me départir de ce sys- 
tème dans quelques-uns des exercices traités. Là, parfois, 
les solutions sont seulement indiquées, et le lecteur est 
appelé à développer un certain travail personnel en uti- 
lisant les notions antérieurement acquises. 

On trouvera ci-après une bibliographie des quater- 
nions, bien incomplète et insuffisante sans doute ; elle ne 
sera pas inutile cependant à ceux qui se sentiraient pous- 
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ses vers l'étude de ce Calcul et qui désireraient explorer 
un domaine dans lequel il reste tant à trouver encore. 
En terminant, je dois adresser mes remercîments les 
plus sincères à M. Hoiiel, qui m'a encouragé et aidé de 
ses conseils comme il l'avait fait pour mes précédents 
travaux; à mon excellent camarade M. Genty, ingénieur 
des Ponts et Chaussées, qui cultive la méthode des qua- 
ternions et m'a confié de nombreuses Notes qui seront, 
je l'espère, publiées un jour, notes auxquelles j'ai fait 
plusieurs emprunts ; et enfin à mon ami M. Edouard Lu- 
cas, qui a bien voulu sacrifier un peu du temps qu'il 
consacre avec tant de succès à la science des nombres 
pour me donner son concours dans la tâche ingrate de 
la correction des épreuves. 

Paris, Décembre 1880. 
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Page 4, ajouter, après le n'>oi L'égalité de direction, ou le parallélisme, 
de deux vecteurs a et a' s'exprime par la notation a || a'. 

Page 21, ligne 2, au lieu de H, lisez GH. 

Page 43, ligne 7, au lieu de OAB, lisez AOB. 

Page 5o, formule (5), au lieu de cj » lisez cj -• 

& A 

* i 

Page 56, ligne 3 en remontant, au lieu de a*, lisez a». 

Page 58, ligne 4 en remontant, au lieu de A, lisez - A. 

B B 

Page 64, ligne 2 en remontant, au lieu de CA, lisez CD. 

Page 91, ligne 5, au lieu de la corde, li%ez le cercle. 

Page 91, ligne 9, apfes « l'équation », ajoutez « d'une droite ou ». 

Page 95, ligne i3, au lieu de (72), lisez (78)» 

Page 96, ligne 5 en remontant, au lieu de le point f, lisez'\Q point d'in- 
lei'section F. 

Page 114, ligne 3, au lieu de P, lisez P. 

Page 125, ligne 7 en remontant, au lieu de du point y, lisez du point Y. 

Page i3o, ligne 4) «tu Heu de pôle, lisez centre. 

Page 175, ligne 9 en remontant, au lieu de 6adc, lisez JSabc. 

Page 197, ligne 2, au lien de t)(AtlACB.B, lisez t) ( aS acb.b). 

Page 197, ligne 3 en remontant, au lieu de plu, lisez plus. 

Page 198, ligne 8, au lieu de tant, lisez c étant. 

Page 208, formule (5), «« lieu </« 6 x*a = i, lisez jS x*a = 0. 
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CHAPITRE PREMIER. 

ADDITION ET SOUSTRACTION DES VECTEURS. 



Vecteurs. — Définitions. — Notations. 

i . Un vecteur est rexpression d'une translation rec- 
tiligne. Lorsqu'une figure subit un tel mouvement de 
translation, tous ses points décrivent des lignes droites 
égales en longueur, parallèles et dirigées dans le même 
sens. Un point quelconque A, par exemple, ayant atteint 
la position B, la droite AB définira complètement la 
translation, et, par ce symbole AB, nous représenterons 
le vecteur dont il s'agit. Nous appellerons A Vorigine 
du vecteur et B son extrémité. 

Pour plus de concision dans les calculs et les for- 
mules, nous emploierons fréquemment une seule lettre 
pour désigner un vecteur, et alors ce sera invariable- 
ment une petite capitale, a par exemple. 

Si la figure, après avoir été soumise à la translation 
dont nous venons de parler, vient à se mouvoir encore 
dans la même direction, dans le même sens et d'une 
même longueur, il est permis de dire que cette nouvelle 
translation est égale à la première ; le point B arrivant 
de la sorte en C, la droite BC sera le prolongement de 
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AB, d'une longueur égale à celle de cette première 
droite, et nous dirons que le vecteur BG est égal au 
vecteur AB. 

La définition qui précède nous conduit tout naturel- 
lement à représenter par le même symbole deux droites 
quelconques de l'espace ayant même longueur, même 
direction et même sens, et à dire que ces deux droites 
sont des vecteurs égaux. L'expression d'égalité, de 
même que le signe = employé pour la représenter, 
prend ainsi un caractère plus général qu'en Algèbre or- 
dinaire. 

2. Si Ton choisit un point arbitraire de l'espace pour 
origine fixe, les divers vecteurs qui se présenteront dans 
une question quelconque pourront être ramenés à avoir 
tous leur origine en ce point fixe O ; et, OA étant paral- 
lèle à CD, par exemple, de même sens et de même lon- 
gueur, nous écrirons 

(i) CD==OA==^A. 

Généralement, lorsqu'un yecteur aura ainsi une ori- 
gine fixe, nous le désignerons par la même lettre qui 
représente son extrémité, écrite en petite capitale. 

3. Le nombre qui mesure la longueur d'un vecteur, 
rapportée à une certaine unité, est désigné par gran- 
deur , module ou tenseur de ce vecteur ( * ). 



(*) L'expression toute naturelle de grandeur est celle employée par 
M. Bellavitis dans sa théorie des équipollences; la dénomination demo- 
dule correspond à celle qui est couramment employée dans la théorie des 
quantités complexes, et, quant au terme de tenseur, dont nous ferons 
moins souvent usage, il y avait lieu de le mentionner, parce qu'il a été 
introduit par Hamilton et parce qu'on y trouve la justification de la 
caractéristique ^i qui sans cela paraîtrait peut-être peu rationnelle. 
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Cette grandeur se désignera soit par la caractéris- 
tique gr, soit par la caractéristique ^, soit enfin par la 
même lettre qui représente le vecteur, écrite en carac- 
tère romain. Ainsi l'équation (i) ci-dessus entraîne 
pour conséquence 

grCD = grOA =: ^OA z=: 8La = a. 

Vecteurs de sens contraires. 

4. Il est évident que le vecteur AB et le vecteur BA 
sont essentiellement différents, dans la théorie qui nous 
occupe; mais, si la figure qui a subi d'abord la transla- 
tion AB subit ensuite la translation BA, elle revient à 
sa position première, comme si elle avait gardé le repos. 
11 est donc naturel de regarder comme nulle la somme 
algébrique des deux vecteurs AB et BA ; par conséquent, 
si le premier est désigné par H- c, le second devra l'être 
par — c. Les signes -|- et — exprimeront ici, comme 
en Algèbre ordinaire et en Géométrie, les deux sens dif- 
férents selon lesquels on peut suivre une même direction, 
mais ils ne présentent pas de signification absolue. 

Addition et soustraction de vecteurs parallèles. — Multiplication 
par des quantités algébriques. — Vecteurs unitaires. 

5. Tant que nous considérerons des vecteurs de même 
dii^ection, il est évident, d'après ce qui précède, que 
l'addition et la soustraction s'opéreront d'après les règles 
de l'Algèbre ordinaire. Ainsi, dans l'exemple du n° 1, 
le vecteur AG sera égal à AB-hBG ou 2AB. Si nous 
posons AB = A, AG=.2A. De cette première notion 
on passe immédiatement à la multiplication par un 
nombre entier quelconque, puis par un nombre frac- 
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tionnaire et enfin par un nombre incommensurable, ce 
nombre pouvant être soit positif, soit négatif, en vertu 
de la convention du numéro précédent. 

Le symbole a peut jusqu'ici se traiter comme une 
quantité algébrique ordinaire, et nous pouvons énoncer 
les propositions suivantes : 

Deux vecteurs parallèles ont entre eux le même 
rapport que les nombres qui mesurent leurs longueurs, 
ce nombre étant positif ou négatif, selon que l^s vec- 
teurs considérés sont de même sens ou de sens con- 
traires. 

Tous les vecteurs parallèles à une mêm^ direction 
peu{>ent se représenter par des produits de nombres 
algébriques réels par un même vecteur. 

Réciproquement, plusieurs vecteurs représentés par 
m^A, /W2 A, /«s A, . . . sont parallèles. 

Le symbole a ne pouvant s'appliquer qu'à une seule 
direction, il en résulte que tout vecteur ayant une direc- 
tion différente ne saurait être représenté par le sym- 
bole pji, p étant un nombre algébrique, et il faudra 
recourir alors à un autre symbole, tel que b. 

6. On voit, sans qu'il soit utile d'y insister davantage, 
que toutes les règles de l'Algèbre ordinaire s'appliquent 
rigoureusement aux additions et soustractions de vec- 
teurs ajant une direction unique, et aux multiplications 
de ces vecteurs par des nombres algébriques réels, 

7. Si, dans la direction du vecteur a et dans le même 
sens, on choisit un vecteur ayant une longueur égale à 
l'unité, ce dernier sera dit vecteur unitaire, et nous le 
représenterons par la notation Ma. D'après cela, et en 
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vertu des n°* 3 et 5, nous pourrons donc écrire 

(2) A = ^A.lllA = a.tKA, 

le module étant essentiellement positif. 

Addition et soustraction de vecteurs quelconques. 

8. Soient AB et BG deux vecteurs de directions diffé- 
rentes. Nous dirons par définition que V addition de ces 
deux vecteurs donne pour somme le vecteur AG, qui 
représente évidemment à lui seul la même translation 
que celle résultant des deux translations successives 
AB, BG. 

Pour appliquer cette définition à deux vecteurs quel- 
conques, on transportera le second à la suite du premier, 
de telle sorte que l'origine de Tun coïncide avec l'extré- 
mité de l'autre. SiAB=: A, LM=rB, par cxcmplc ( ^g'. i), 
doivent être ajoutés, nous construirons BG = LM = b, 
et AG = A -h B = c sera le résultat de l'addition. En 
effectuant cette addition dans un ordre inverse, nous 
aurions pu construire AD = LM = b, puis DG = AB =^ a , 
et la somme eût encore été AG = c, car la figure ABGD 
est un parallélogramme. Par conséquent, l'addition des 
vecteurs, comme l'addition algébrique ordinaire, jouit 
de cette propriété importante, représentée par la re- 
lation 

(3) A 4-B=:B-1- A. 

On conclut immédiatement de là que, dans une somme 
de plusieurs vecteurs, on peut intervertir comme on 
l'entend les vecteurs sans altérer le résultat. 

Remarque. — Il est bien évident que, dans l'addition 
de deux ou plusieurs vecteurs, la longueur de la somme 
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n^est pa^ du tout égale, en général, à la somme des lon- 
gueurs des vecteurs ajoutés. 

9. Soit que l'on définisse la soustraction comme en 
Arithmétique, par l'opération inverse de l'addition, soit 
que l'on emploie la notion des vecteurs de signes con- 

Fig. I. 




traires (4), la différence des deux vecteurs AC = c, 
AB = A [fig- i) sera donnée par BG = b, c'est-à-dire 
qu'on aura 

AC — AB = AC •+ BA = BA -I- AC = BC. 

Il n'y a donc pas à considérer la soustraction comme 
une opération particulière ; elle se ramène immédiate- 
ment à l'addition, exactement comme en Algèbre ordi- 
naire. 

Remarques, — I. X étant un point quelconque, on 
peut toujours écrire le vecteur AB sous la forme XB — XA, 
ou encore AX — BX. 

II. La différence AB — CD est identique à 
AC — BD nz DB — CA, 
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car on a, d'après ce qui précède, 

AB = XB -XA, 

CD = XD — XC, 

AB — CD zrz (XC — XA) — (XD — XB) = AC — BD. 

10. L'addition de deux vecteurs finis de directions 
différentes ne saurait évidemment donner un résultai 
nul, comme le montre la seule inspection de \dijig, i. 
De là cette conséquence très importante et d'un usage 
continuel dans les applications : 

A et B étant deux vecteurs finis de directions dijffé- 
rentes, si l'on a la relation wAH-nB = o, m et n étant 
des nombres réels, il s'ensuit nécessairement m=o, 

/2 = 0. 

Corollaire. — Dans la même hypothèse, m, n, p, q 
étant des nombres réels, si Von a mk--hnB = pA.-^ qB, 
il s^ ensuit nécessairement m = p^ n = q. 



EXERCICES. 

1. Les diagonales cl* un parallélogramme se coupent mutuel- 
lement en parties égales, 

Fig. 2. 




Soit O [fig* 2 ) le point de rencontre des diagonales du paral- 
lélogramme ABCD. On a (5) 

AO = JP.AC, B0=7.BD. 
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Or 

A0 = AB4-B0; 

on peut donc écrire 

x.AC = ABh-j.BD, 

c'est-à-dire 

x(AB+BC)i=AB-4-r(BC— AB), 

puisque AB = DC« 
Delà 

(^H-r — O^B-f- (.r— j;BC=r G, 

et par conséquent (10) 

jr-hx — I 1=1 o, .r— r=:o, 



ce qui donne 
Ainsi 



x=x = i' 



AOi=lAC, BO=:^BD. 
2. Les médianes d un triangle se rencontrent en un même 




A F B 

point qui divise chacune d* elles au tiers de sa longueur. 
Posons [Jig, 3 ) AB = B, AC =: c. Alors 

C B C B 

BCmC— B, AE=:-, AFr=-^, BD == 

2 2 2 

Si nous considérons le point 0, intersection des médianes AD 



— 9 — 
et BE, nous avons 



AO 



Donc 



ou 



Delà 



= .r. AD = X I^B + -^j = - (b -1- c), 
B0=7.BE=r(^-BV 

^(b + c) = b + ^^^-bJ 



(^--r-.) 



X Y 

B -I C r=: O. 



2 

ce qui donne 
Par suite, 



- - j — I — o, x— ^-^o, 



•^=r — !• 



AO=:|AD. 



En cherchant Tinlersection de AD avec ÇF, on aurait trouve 
évidemment le même point. 

Remarques, — I. Le milieu D de la droite qui joint les deux 

points B et C, détermines par les vecteurs b et c, est déterminé 

1 . A , B 4- c 
lui-même par le vecteur • 

II. Si Ton détermine les points A, B, C par trois vecteurs a, 
B, c issus d'une origine quelconque, le point (qui est, comme 
l'on sait, le centre de gravité du triangle) se trouve déter- 
miné par 

aAB-f-AC I, , A-+-B-+-C 
A-^3— ^— = a + 3(b-a + c-a) = ^ 

3. On prolonge [fig, 4) les côtés AB, BC, CA d'un triangle 



lO 



de longueurs BF, CD, AE égales respectivement aux moitiés de 
ces côtés : trouver les intersections G, H, K des droites AD, 
BE, CF. 

Fig. 4. 







j 


^^^ 


--^ 


--c 


D 


Posons 




A- 

BCrrz 


:2A, 


CA 


i=2b; 




nous avons 


alors 












Or 




BDrr 


:3a. 


CE 


=:3b. 








BKnz^. 


BE- 


= .r(2A4-3 


B). 



et, d'autre part, 

BK==BD+r.DA=:3A>+-j(2B-A). 

Egalant ces deux valeurs, 

2^A -t- 3xB= (3 — j)a 4- 2JB, 



c'est-à-dire 

d'où 

Ainsi 



•* 7 » ►/ 7 • 



BK=r|BE ou ER = lEB. 
On aurait de même 



De plus, 



FGrrrfFC, DH = A DA . 
DK=r5-DA, AK = fDA, 



— Il — 
et, de même 9 

BG=:fEB, CH = fFC. 

4. Les droites joignant les milieux des côtés opposés d'un 
quadrilatère [plan ou gauche] se coupent par parties égales 
en un point qui se trouve situé au milieu de la droite joignant 
les milieux des diagonales. 

Soit ABCD [fig.5) un quadrilatère; appelons respective- 
ment E, F, G, H, K, L les milieux des droites AB, BC, CD, DA, 




AC, BD. Rapportons les quatre points A, B, C, D à une origine 
commune quelconque, et soient a, b, c, d les vecteurs OA, 
OB, OC, OD. 

A — f- B 

Le vecteur du point E sera (Exercice % Remarque I) j 

celui du point G, -, par conséquent, celui du milieu de EG 

A -f-B c-(- o 



2 9, A-t-B-f-C-f-D 

sera = -, • 

2 4 

De même le vecteur de F est j celui de H, ) et 

2 2 

celui du milieu de FH, , • 

4 
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Enfin, K a pour vecteur » et L, • Donc le vecteur 

j M. 1 xr» A -+- B -f- c -f- D 

du milieu de KL est -. • 

4 
Ainsi, les milieux de EG, de FH et de KL coïncident en un 

même point X, ce qui démontre le théorème. 

6. Si par un point quelconque D [fig* 6), pris à l'intérieur 
d'un parallélogramme OBCA, on mène des parallèles EF, GH 

Fig. 6. 




aux deux cotés y les trois diagonales OC, EH, GF concourent en 
un même point, 

OG OE 

Soient — -- = 772, ;— - = n. Posons OA = a, OB = b. 
OA OB 

Si nous cherchons l'intersection I de OC et de GF, il nous 

suffira d'écrire 

OG-f-JF.GF=:w.OC, 

c'est-à-dire 

m A -ha:[/iB H- (i — /w)a] = «(a -h b). 

Delà 

nxz=zu^ (i — m)x -\' mr^ u, 

ce qui donne immédiatement 

mn 



m-h n — I 
Cette expression étant symétrique en m et n, on trouverait 



~ i3 — 

évidemment la même valeur si Ton cherchait l'intersection 

de OC et de EH. Donc cette intersection n'est autre que le point I 

déjà trouvé, si bien que les droites OC, GF, EH se rencontrent 

en un même point. 

10 , ,. a mn 
Remarque, — Le rapport r— est égal à = -, r-7 ; » 

^ '^^ IC ° M — I (i— -m)(i — /i) 

et par conséquent à celui des aires des deux parallélogrammes 
OGDE, OACB. 

6. Les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère com- 
plet sont en ligne droite. 

Soit OACBDE [fig. 7) le quadrilatère. Posons OA = a, 

OB = B, OE = /WA, OD =1 A2B. 




Pour déterminer OC, nous n'avons qu'à écrire 
OC -^ OA 4- r . AD = OB 4- j. BE, 
c'est-à-dire 

A-f-jr(/?B — A)=:B-i-j(/?ÎA— b), 

d'où 

m — I n — I 

•^ ' "^ mn — 1 mn — i 



Par conséquent, 



OC = — ^ A -4- -i ' B, 

mn — i mn — i 



— i4 — 

et 

2(m/? — i)'- ^ ' ^ ' ^ 

0G=i(A4-B), 

OH=:i(llfA-f-/ÎB), 

ce qui donne 

FG = -^ r [[m — I )a -h (« — i)b], 

GH = |[(/?i — i)a4- (« — i)b]==(/?î/î — i)FG. 
Donc les points F, G, H sont en ligne droite. 



Polygones fermés. — Vecteurs coplanaires. -— Points 
en ligne droite. — Points coplanaires. 

i\. D'après la définition même de l'addition des vec- 
teurs, il est évident que la somme des vecteurs repré- 
sentés par les côtés successifs d'un polygone fermé quel- 
conque (plan ou gauche) est identiquement nulle. 

Il suit de là que, si A, b, c sont trois vecteurs de direc- 
tions différentes et coplanaires (on appelle ainsi ceux 
qui sont situés dans un même plan, l'origine étant sup- 
posée commune), on peut toujours satisfaire à la relation 

(1) ÛA-h6B-hCC = 

par des valeurs algébriques de a, i, c. 

En effet, on peut construire un triangle dont les côtés 
soient respectivement parallèles à a, b, c, et la somme 
des trois vecteurs représentés par les côtés de ce triangle 
sera précisément de la forme aA-|-èB-f-cc, 

Il n'y a qu'une seule manière de satisfaire à la rela- 
tion (i) ; en effet, si l'on avait en même temps 

(2) «'a -h ^'b 4-c'c = o, 



— i5 — 

rélimiQation de c entre les équations (i) et (2) nous 
donnerait 

a b a' b' 



d'où 



c'est-à-dire 



-A4--B=: — A-h — B, 
c c c c 



aa^ b_l/ 
c c' c c' 



a b c 



de telle sorte que les valeurs a', i', {/, proportionnelles 
à a, by c, ne constituent pas un système nouveau. 

Il est évident qu'un vecteur x peut toujours se mettre 
sous la forme ax-hiB, AetB étant deux vecteurs copla- 
naires avec x. 

12. Si A, B, c, vecteurs de directions différentes, ne 
sont pas coplanaires, il est impossible de satisfaire à 
la relation (i) par des valeurs de a, i, c différentes 
de zéro. 

Car «A -i- Ab -t- ce représente évidemment la diago- 
nale d'un parallélépipède construit sur trois droites pa- 
rallèles à A, B, c, diagonale qui ne peut s'annuler qu'au- 
tant que ces droites s'annulent elles-mêmes. 

Si donc on obtient une relation de cette forme (i) 
dans une question quelconque, sachant que les vec- 
teurs A, B, c ne sont pas coplanaires, il s'ensuivra a = o, 
è = G, c = o. 

Si l'on obtient une relation de la même forme, sachant 
que a, i, c ne sont pas nuls, il s'ensuivra que les trois 
vecteurs a, b, c sont coplanaires. 

Ces conséquences sont importantes au point de vue 
des applications. 
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Remarque, — Etant donné un vecteur quelconque 
OX = x, on peut toujours le mettre sous la forme 
ûA-hiB-f-cc, pourvu que a, b, c soient trois vecteurs 
non coplanaires. Il suffit évidemment pour cela de con- 
struire un parallélépipède ayant pour arêtes des droites 
de mêmes directions que OA = a, OB = b, OC = c, 
et pour diagonale OX, c'est-à-dire de mener par X 
trois plans respectivement parallèles à OBG, OCA, 
OAB. 

13. Soient a, b, c trois vecteurs coplanaires, de même 
origine O, et cherchons la condition pour que leurs 
extrémités A, B, G soient en ligne droite. 

Il faut qu'on ait 

c'est-à-dire 

B — A = x(c a), [x — i)aH-b — j:c = o. 

En assimilant cette dernière relation avec l'équation (i), 
on voit que dans ce cas on a 

(3) a-h64-c=:o. 

Réciproquement, si les équations (i), (3) sontsimul 
tanément satisfaites, les points A, B, C sont en ligne 
droite. 

Car alors on a aussi 

«A -h ^A H- CAzrrO 

et, par soustraction de (i), 

^{b — a) .+-c(c — a) = o, 
ce qui prouve que AB, AC ont la même direction. 

14. Pour que quatre points A, B, C, D soient copia- 
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naires, il faut et il suffit que les vecteurs AB, AG, AD 
le soient eux-mêmes. Donc on aura (11 ) une relation de 
la forme 

LAB-hm.AC-h n.AÏ) = o 

ou, rapportant les quatre points A, B, G, D à une ori- 
gine commune quelconque O , 

— (/-4-m-i-/î)A-4-/B-t-mc-4-/îD=:o. 

Gette équation peut se mettre sous la forme 

(4) aA -h ^B + ce -t- Û?D = o, 

en y joignant la condition 

(5) a -i- b -^ c -hd=:o. 

On peut encore écrire, pour exprimer que A est dans Je 
plan BGD, 

A=/?.B-f-^.C-i-r.D, 

p, q^ r satisfaisant à la condition 



EXERCICES. 

7. Si les droites joignant les sommets correspondants de deux 
triangles concourent en un même point, les points de rencontre 
des côtés correspondants sont situes sur une même droite. 

Soient [fig. 8) ABC, A'B'C les deux triangles, le point 
de concours de AA', BB', CC, et D, E, F les points de ren- 
contre des côtés correspondants BC, B' C, .... 

Posons OA = A, OA'=/wA, OB = b, OB' = /îb, OC = c, 
OC'=/?c. 

L. — Quaternions, 2 
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Nous avons 

0F = OA -1- z.BA = OA'-f- ^'.B'A', 
c'est-à-dire 

F =r OF=r A-f-z(A— b) = mA H- 3'(mA — /ib) 
Fig. 8. 




Delà 



et 



I -1-3 = w(l -+-«'), «zn/iz', Z = 



[m — I ) « 



— m{n — OA-hfî(m — i)b 
m — n 
De même, 

— n{p — i]B -^ p{n — i)c 

D = î 

n—p 

— p{m — i)c-\- m(p — î)a 
E = • 

p — m 

Si nous posons maintenant 

/=('w~/î)(/? — i), rf=(/i— /?)(/» — i), e=z{p — m)(n — i), 
il en résulte qu'on aura 

et en même temps 

^-f-e-f-/=o. 
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Donc (13] les points D, £, F sont en ligne droite. 

8. Si un quadrilatère Ai Bj B, A, [fig. g) est coupé par 
une sécante quelconque A3 Bj, les points de rencontre des dia- 

Fig. 9- 




gonales C3, Cj, Cj des trois quadrilatères ainsi formés sont en 
ligne droite. 

Soient a, b deux vecteurs unitaires suivant AiA^, B^B, res- 
pectivement, et 

OAitzzajA, 0Aj=a2A, OAa^ajA, 
OBi = biB, 0B2=b,B, OBj^bsB. 

Pour trouver C3, nous écrirons 

OC3=OAi-H^.AiB2=OBi-4-j-.BiA„ 



ou 



C3 = aiA-har(b,B — ajAJ =biB -h/(a,A — biBJ 



Delà 



aj(l — .r) = a,j, bj(l — 7) =:b,Jr, ^: 



bi(ai-"ai) 



et 



a^bi— aj|b, 

aiat(bi— b,]A -h bib^fai — a,)B ^ 
aib, — a,b, 
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De même, 



c^ = 5 

a,b, — ajb, 

aja, (b,— b ,)A4-b>bi(a3-~ajB 

c,= . 

asba-— ajbj 

Posant u^:s=aL^hi{aihi — a,b,), "1= aibi(a,b, — ajb,), 
u,= asb2(a3b3 — aib^), on voit qu'on a à la fois 

tt,Ci-f-ttiC,+ l/jC3=0, 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

9. Le point d'intersection des médianes d'un triangle, le point 
d'intersection des hauteurs et le centre du cercle circonscrit sont 
sur une même droite, que le premier de ces p oints divise dans le 
rapport de i à 3. 

Soient G, H, K [fig, 10) ces trois points respectifs. Posons 
Fig. 10. 




CB = ak, CA = ^B. Alors (Exercice 2) 

(1) CG = i(«A-^ÔB). 

Pe plus, 

AD= ^(cosC.A — b), 

BE= «(cosC.B — a), 
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et, pour déterminer H, nous écrirons 

H = 6b 4- jô(cosC.a — b) rnflA -+- ar«(cosC.B — a), 

d'où 

^ / N . ^ ^ — 6cosC 
o[i—x)=xacosC, a[i — xj=xbcosCf xa=: :-— — , 

(2) CE = ^^[{b ^ a cosC) IL -{- la - bcosC]B]. 

Enfin, en écrivant 

CK = CF -4- M. AD = en- ('.BE, 
on trouverait, sans plus de peine, 

(3) CK = ' ^ [ (a — ôcosCIa -h(b-^a cos€)b1. 
' 1 sin* C 

Des relations ( i ) , ( 2 ) , ( 3 ) on déduit 

2CK-I-CH — 3CG = o, 

ce qui montre que les trois points sont en ligne droite, puisque 
2 -+- I — 3 = 0. 

De plus, cette relation pouvant s'écrire 

2(CR — CG) -4-CH — CG=ro 
ou 

2GK + GH = o, 2KG = GH, 

on voit que le point G est situé au tiers de la droite KH. 
Vecteurs moyens. — Points moyens. 



15. Nous avons déjà remarqué (Exercice 2) que le vec- 
teur du milieu de la droite AB est si a et b sont 

2 

les vecteurs de A et B respectivement, et que, a, b, c 
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étant les vecteurs de A, B, C, le vecteur du point de 

rencontre des médianes du triangle ABC est ^ • 

De même (Exercice 4), le milieu de la droite qui joint 
les milieux des diagonales du quadrilatère ABGD a pour 

A -h B -f- c -+- D 

vecteur • 

4 
Généralisant cette notion, nous pouvons considérer n 
vecteurs 

et chercher à interpréter la moyenne de ces vecteurs ou 
le vecteur mojen 

A| H- Aj -4- . . . -4- A„ 
Ou = G = • 

n 

Il est presque évident, et nous ne nous arrêterons pas à 
le démontrer, que le point G obtenu de cette manière 
est le centre des moyennes distances de A^ , A2, . . . , A„, 
ou, plus simplement, le point mojen de ce système de 
points. 

Ce point équivaut, comme Ton sait, au centre de 
gravité d'un système de poids égaux, placés en A|, 

A2, . . . , A;,. 

16. Une conséquence presque immédiate, c'est que /a 
somme de tous les vecteurs issus du point moyen et 
aboutissant aux points du système est nulle. 

Car la relation ci-dessus peut s'écrire 

(Ai— g) + (a2— g) -f-...-+-(A„— g)=:0, 

c'est-à-dire 

GAi -f- GAî-f- ...-+- GA„— o. 
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17. Soient trois systèmes de points, le premier formé 
des points ayant pour vecteurs a^, A2, . • . , A^, le second 
de B| , B2, . . . , B^, et le troisième de la réunion des deux 
premiers. Si g, h, k sont les vecteurs des points moyens 
respectifs de ces trois systèmes, nous aurons 

Al 4- Aj -4- . . . -t- A^ Bt -4- B, 4- . . . -h B„ 
G= 5 nz= '-y 



__^ A, + AjH- . . . -f- A„ -f- B, -I- B2 -h . . . -f- B^ no -f-/>H 

n -{-p n 4-/? 

Donc (13) le point R est sur la droite HG. 

18. Si plusieurs poids différents pt, p^y * . ^ , pn sont 
placés aux points A^, A2, . . . , A„, il est facile de voir, 
en considérant d'abord deux points, puis trois, et ainsi 
de suite de proche en proche, que leur centre de gra- 
vité G aura pour vecteur 

Il est évident par là que les conditions établies aux 
n*** 13 et 14 pour que trois points soient en ligne droite 
ou pour que quatre points soient dans un même plan 
reviennent à exprimer : 

Que Tun quelconque des trois points est le centre de 
gravité de deux poids quelconques placés aux deux, 
autres points ; 

Ou que l'un quelconque des quatre points est le centre 
de gravité de trois poids quelconques placés aux trois 
autres points. 
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EXERCICES. 

10. On joint les sommets d'an tétraèdre aux points de ren^ 
contre des médianes des faces opposées : ces quatre droites se 
coupent en un m^me point, qui divise chacune d'elles au quart. 

Soient a, b, c, d les vecteurs des quatre sommets, Aj, b^, c^, i>| 
ceux des points de rencontre des médianes des faces. On aura 

B-4-C-4-D C-I-D-+-A D-+-A-I-B A+B+C 



"»— 3 ^ 3 '"" 3 ^"" 3 

et le centre de gravité des quatre sommets aura pour vecteur 

_^A4-B4-C4-n A-f-3A, B-t-SBj C-f-3Ci D-t-3Di 



A-f-r 


4 


C -+- D 
2 


4 

A-f-C 
2 


H- 


4 " 

B-f- D 


" 4 

A-+-D 
2 


-h 


4 

B -hC 


2 


2 


2 

9 



ce qui démontre l'énoncé du théorème et fait voir en même 
temps que le point G est le milieu de la droite qui joint les 
milieux de deux arêtes opposées quelconques. 
On a aussi 

A, -f- B, -4- c, -f- D, 

''= 4 ' 

c'est-à-dire que le point moyen des quatre sommets est le 
•même que celui des quatre points Ai, Bj, Cj, Dj. C'est, comme 
l'on sait, le centre de gravité du tétraèdre. 

11. Sur les cotés successifs d'un polygone fermé Ai Aj . . . A^, 
[plan ou gauche) on porte des longueurs AjEj, AjBj, •.., 
A„B„ proportionnelles à ces cotés : démontrer que le point 
moyen des points B^, Bj, . . ., B^ est le même que celui des 
points A„ Aj, . . . , A„. 
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Soit, en effet, 

A1A2 A2A3 A,jA| 

Nous aurons 

AiBi=:^.AiAs 
ou 

Bi—Ai=^(As— Al), 
Bi=r: (l — /-JAj-h Aaj. 

B2==:(i— A:)a2 4- A:a3, 

••••..•..., 

et, en ajoutant, 

B1 + B2-4-. . .-f-B„=: Ai-+- AjW-. . .h- A„, 

ce qui, en divisant par «, démontre le théorème. 



c'est-à-dire 
De même, 



EXERCICES PROPOSES SUR LE CHAPITRE PREMIER. 

i . Le quadrilatère ayant pour sommets les milieux des côtés 
d'un quadrilatère (plan ou gauche) est un parallélogramme. Le 
point moyen des sommets est le même pour ce parallélogramme 
et pour le quadrilatère donné. 

2. ABCD est un parallélogramme; on construit les points 
P, Q, R, S et P', Q', R', S' de telle sorte que 

AP BQCR DS_^ 
AU "■ BC ~ CD "" DA "~ 



et 
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AB "" BC ~" CD "" DA " ' 



Puis on prend les intersections E, F, G, H de PQ et P'Q', 
QR et Q'R', RS et R'S', SP et S'P' respectivement. Démon- 
trer : 

i« Que PQRS, P'Q'R'S' sont des parallélogrammes; 

2*» Que EFGH est un parallélogramme construit au moyen 
de PQRS, comme P'Q'R'S' Test au moyen de ABGD; 

S'^ Que tous ces parallélogrammes ont même point moyen. 

3. On construit sur les cotés d'un quadrilatère ABCD les 
points P, Q, R, S de telle sorte que 

AP_BQ_CR_DS_ 
AB "* BC " CD ^ DA ~ ' 

Â étant différent de |. Démontrer que, si PQRS est un parallé- 
logramme, il en est de même de ABCD. 

4. Les bissectrices des angles extérieurs d*un triangle ren- 
contrent les côtés opposés en trois points situés sur une même 
ligne droite. 

5. Les diagonales d'un parallélépipède se coupent mutuelle- 
ment en parties égales. 

6. ABCD est un parallélogramme; E est le milieu de AB. 
Démontrer que les droites AC, DE se coupent mutuellement au 
tiers de leur longueur. 

7. ABCD est un parallélogramme; QP est une parallèle quel- 
conque à DC; PD, QC se rencontrent en S, et PA, QB se ren- 
contrent en R. Démontrer que RS est parallèle à AD. 

8. Si par un point quelconque, intérieur au triangle ABC, 
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on mène trois droites MN, PQ, RS respectivement parallèles à 
AB, BC, CA, et jusqu'aux côtés du triangle, on aura 

MN PQ RS 

AB BC CA "~ • 

9. On joint le point 0, inte'rieur au triangle ABC, aux trois 
sommets par des droites qui rencontrent les côte's BC, CA, AB 
en D, E, F respectivement. Démontrer qu'on a 

AF BD CE_ 
FB DC ËÂ "" ' ' 

10. Soit E un point quelconque sur la médiane AD d'un 
triangle ABC. On joint BE, CE, et ces droites rencontrent en 
F, G respectivement les côtés AC, AB. Démontrer que FG est 
parallèle à BC . 

11. Les trois bissectrices des angles d'un triangle se ren- 
contrent en un même point. 

12. Soient AD, BE, CF trois droites passant par un même 
point et coupant en D, E, F les côtés BC, CA, AB du triangle 
ABC; L l'intersection de EF et de BC; M celle de FD et de CA; 
N celle de DE et de AB. Démontrer que L, M, N sont en ligne 
droite. 

13. Soient OBCA [fi^* 6) un quadrilatère gauche quel- 
conque; E, F, G, H des points sur les côtés construits de telle 
sorte que 

OE AF_OG_BH 
0B~" AC^OA^BC' 
Démontrer : 

I® Que les deux droites EF, GH se rencontrent; 
a® Que les trois droites OC, EH, GF concourent en un même 
point, comme dans le cas particulier de la^^. 6. 
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14. Construire un tétraèdre, étant donnés les points moyens 
de toutes ses faces. 

15. On a un système de points A|, a,, . . . , a„. On les joint 
entre eux par des droites de toutes les manières possibles, et Ton 
prend les milieux m^, h^, ... de toutes ces droites. Le point 
moyen des points Mi , . . . est le même que celui des points a^, . . . . 
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CHAPITRE IL 

MULTIPLICATION ET DIVISION DES VECTEURS. 



Biradiales. — Définitions et notations. 

19. Jusqu'à présent, dans Taddition ou la soustraction 
des vecteurs, et dans leur multiplication par des quan- 
tités algébriques, les règles du calcul ordinaire s'appli- 
quent sans aucune modification. Il n'en sera plus de 
même dans ce qui va suivre. Les règles à adopter, et 
aussi l'interprétation des résultats, dépendront des défi- 
nitions et des conventions que nous allons maintenant 
introduire. 

La première notion qui se présente actuellement à 
nous est celle du rapport géométrique de deux vecteurs, 
auxquels nous pouvons supposer une origine commune, 
tels que OA, OB. C'est à ce rapport que nous donnerons 
le nom de biradiale, et bous désignerons une bira- 

diale soit par la notation algébrique ordinaire —9 soit 

d'une manière analogue à un. angle, en écrivant AOB. 
Dans les deux cas, OA est dit vecteur initial et OB 
ojecteur final de la biradiale. 

L'idée de biradiale implique à la fois la notion de 
grandeur numérique (rapport des longueurs des deux 
vecteurs), celle d'angle (angle formé parles deux vec- 
teurs) et aussi celle d'orientation (direction du plan 
des deux vecteurs). Cette seule considération nous 
montre a priori que dans la représentation analytique 
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d'une biradiale devront figurer quatre quantités algé- 
briques répondant : i** à la grandeur ou au module; 
2** à V angle de la biradiale; 3** aux deux conditions 
nécessaires pour déterminer Yorientation du plan. 

Cette orientation peut se déterminer au moyen d'une 
droite élevée perpendiculairement au plan et menée, par 
exemple, par l'origine commune O des deux vecteurs. 
On donne à cette droite le nom à' axe de la biradiale. 

D'après ce qui précède, une biradiale n'est pas al- 
térée, soit quand on modifie dans le même rapport les 
longueurs des deux vecteurs dont elle exprime le rap- 
port géométrique, soit quand on transporte ces vecteurs, 
ensemble ou séparément, parallèlement à eux-mêmes, 
soit enfin quand on la fait tourner autour d'une droite 
parallèle à son axe. En conséquence, deux biradiales 
sont dites égales lorsqu'elles ont même module, même 
angle et même axe. 

20. Lorsque les deux vecteurs ont même module, le 
module de la biradiale est égal à l'unité, et l'on dit que 
la biradiale est unitaire. 

Lorsque l'angle de la biradiale est égal à un angle 
droit, la biradiale est dite rectangle. 

Si cet angle devient égal à zéro ou à un nombre enlier 
quelconque de demi-circonférences, la biradiale se ré- 
duit évidemment à un rapport numérique. 

Lorsque deux ou plusieurs biradiales ont même axe, 
on dit que ces biradiales sont coplanaires. 

Addition et soustraction des biradiales. 

21. Soient deux biradiales AOB, COD. Il est clair 
qu'on peut tout d'abord rendre la longueur de OC égale 
à celle de OA sans altérer la biradiale COD. Si main- 
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tenant nous faisons tourner convenablement dans leurs 
plans respectifs les deux biradiales, nous pourrons faire 
coïncider dans leurs nouvelles positions les vecteurs OA, 
OC. Gela posé, c'est-à-dire les deux biradiales étant 
maintenant de la forme AOB, AOD, désignons par OE 
la somme des deux vecteurs OB,OD. Nous dirons, par 
définition, que la biradiale AOE est la somme des deux 
biradiales primitives, et nous écrirons 





AOB -f- AOD = AOE 


ou 




fîl 


OB OD OB + OD 


V] 


OA ' OA OA 



La différence se définira de même par la relation 

OB OD _ OB — OD 
ÔÂ 0A~" OA ' 

et de proche en proche on obtiendrait la somme algé- 
brique d'autant de biradiales qu'on le voudrait. 

Il est évident que l'addition de deux biradiales est 
commutative, c'est-à-dire que l'ordre de l'opération n'a 
aucune influence sur le résultat. Il en est de même pour 
autant de biradiales qu'on voudra, pourvu que les vec- 
teurs initiaux coïncident, et l'on reconnaît que l'addi- 
tion et la soustraction des biradiales, dans ce cas, 
jouissent exactement des mêmes propriétés que l'addi- 
tion et la soustraction ordinaires. 

22. Réciproquement, si l'on décompose comme l'on 
voudra le vecteur final OB d'une biradiale donnée AOB, 
de telle sorte que 

OB = OP -h OQ 4- OR -f- . . . , 
on aura 

AOB = AOP-+-AOQ-f-.... 
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En particulier, menons {fig* ii) le plan AOB, et 
dans ce plan abaissons BP, BQ, perpendiculaires sur 

FIg. II. 




OA et sur une perpendiculaire à cette droite, respecti- 
vement. Il viendra 



(^) 



AOB = AOP + AOQ, 



c'est-à-dire qu'ime biradiale quelconque est décompo- 
sable en une biradiale numérique et une biradiale 
rectangle. 

Il importe de s'assurer que cette décomposition n'est 
pas contradictoire avec la définition donnée plus haut, 
c'est-à-dire que l'addition de deux biradiales peut s'ef- 
fectuer par l'addition séparée des biradiales numériques 




et des biradiales rectangles. Or, si nous abaissons BG, 
DH, EK (Jig' 12) perpendiculaires sur OA, on reconnaît 
immédiatement que 

OK = OG -h OH, KE = GB 4- HD. 
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Par conséquent, en déterminant le rapport 

OE _ OB OD OK KE 

nous aurons bien le même résultat que si nous avions 
ajouté les biradiales numériques — > — d'une part et 

les biradiales rectangles — > j-r de l'autre. Et il est à 

remarquer que ni les unes ni les autres n'ont été altérées 
par les opérations géométriques nécessaires pour amener 
les vecteurs initiaux en coïncidence suivant OA. 

Nous pourrons donc supposer, toutes les fois qu'on 
aura à faire la somme d'autant de biradiales qu'on 
voudra, qu'on opère séparément sur les biradiales numé- 
riques et sur les biradiales rectangles. 

23. Si deux biradiales AOB, AOG {J!g' i3) sont rec- 

Fig. i3. 




tangles, il est évident que la somme 

^^ OD OB-+-OC 

^^^=ôÂ = -ôr- 

sera encore une biradiale rectangle. Si nous convenons 

L. — Quaternions . 3 
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de représenter la biradiale AOB par le vecteur OB', 
perpendiculaire à son plan, égal en longueur à la gran- 
deur numérique du rapport — et tel que pour un ob- 
servateur placé suivant OB', les pieds en O, le mouve- 
ment de rotation du vecteur initial OA vers le vecteur 
final OB s'opère dans le sens positif (*), et si nous 
construisons de même OC et OD' répondant aux bira- 
diales AOC, AOD, il est visible que nous aurons 

OD'-OB'-f-OC. 

Cette représentation d'une biradiale rectangle par un 
vecteur nous montre donc qu'il suffit d'opérer sur les 
vecteurs pour effectuer toutes les opérations que nous 
pourrons avoir à faire sur des biradiales rectangles. Il 
ressort de là, en particulier, que l'addition et la sous- 
traction des biradiales rectangles, et par suite (22) des 
biradiales quelconques, présenteront exactement les 
mêmes propriétés que l'addition et la soustraction algé- 
briques. 

D'après celte convention, nous voyons encore qu'une 
biradiale quelconque, d'après la décomposition du n**22, 
se présentera sous la forme d'une quantité numérique, 
plus un vecteur. 

Inversement, nous pourrons regarder un vecteur quel- 
conque, OB' par exemple, comme représentant le rap- 

. ^ . OB ^ , 

port géométrique — - ou un rapport égal. 

v/A. 

Si la biradiale rectangle AOB est unitaire, il en sera 



(^) Ici, comme dans toute la suite, nous adopterons constamment 
comme sens des rotations positives celui d'un mouvement de Vest vers 
le nord, ou, en d'autres termes, d'un mouvement contraire à celui des 
aiguilles d'une montre. 
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de même du vecteur OB', et inversement. Donc, étant 
donné un vecteur unitaire, il représentera le rapport de 
deux vecteurs égaux en longueur, perpendiculaires entre 
eux, menés dans un plan perpendiculaire au vecteur 
unitaire, et tels que le sens de la rotation du vecteur 
initial au vecteur final soit positif. 

Multiplication des biradiales. 

24. Deux biradiales étant données, on peut toujours 
les amener à une position telle que le vecteur final de 
la première soit identique au rayon initial de la seconde. 

Soient donc AOB, BOG ces deux biradiales. Nous 
dirons, par définition, que le produit de la première 
par la seconde est égal à la biradiale AOC, et nous 
écrirons 



(«) 


AOB.BOCrr:A( 


ou encore 






OB oc oc 
OA 0B~"0A 



OC 
Il suit de là que le module gr — du produit de deux 

biradiales est égal au produit des modules des deux fac- 
teurs. Cette simple remarque nous permettra souvent, 
dans les démonstrations, de raisonner sur des biradiales 
unitaires, puisqu'il sera toujours facile de restituer aux 
résultats les valeurs de leurs modules. 

En supposant, par exemple, que AOB, BOG soient 
des biradiales unitaires, les points A, B, G sont sur une 
même sphère, et nous voyons que la construction du 
produit AOG revient à ce qu'on peut appeler Y addition 
des arcs de grand cercle AB, BG, ce mot « addition » 
étant compris dans un sens analogue à celui de l'addi- 
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lion des vecteurs sur un plan. Mais, pour effectuer cette 
addition sphénque, il faut toujours transporter les arcs 
sur leurs cercles respectifs, de manière que l'origine du 
second coïncide avec l'extrémité du premier. Si donc 
[fig* i4) nous avions voulu ajouter BC et AB, il aurait 

Fig. i4. 




fallu construire DB = BC, puis BE = AB, et le résultat 
de l'addition eût été DE. Comme, en général, DE est 
fort différent de AC, on voit que l'addition sphérique 
n'est pas commutative, ou, en d'autres termes, que la 
multiplication des biradiales n'est pas commutative 
non plus. De cette diff'érence avec la multiplication 
ordinaire résultent toutes les règles spéciales à l'Algèbre 
des quaternions. 

Dans tout ce qui suivra, nous écrirons constamment 
le multiplicande d'abord et le multiplicateur ensuite. 

25. Si nous multiplions la biradiale AOB par la bi- 

radiale BOA, le produit, d'après ce qui précède, sera 

OA 

-—-- ou l'unité. Deux biradiales dont le produit est ainsi 

OA 

égal à l'unité sont dites réciproques. 

Il est évident que la multiplication de deux biradiales 
réciproques est commutative. 

Lorsque deux biradiales sont coplanaires, de même 
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module, et que leurs angles sont égaux et de signes con- 
traires, on dit que ces biradiales sont conjuguées. 

On peut mettre deux biradiales conjuguées sous la 
forme AOB, BOA', OA' ayant la même direction que OA 

et le rapport étant égal à ^ * Le produit 

AOB. BOA' est alors 



OA' / 0B\* 



Ainsi, le produit d'une biradiale par sa conjuguée 
est égal au carré du module commun. Dans ce cas en- 
core, la multiplication est commutative. 

26. Reprenons la représentation d'une biradiale recr 
tangle par un vecteur, indiquée au n° 23. Deux bira- 
diales rectangles conjuguées seront évidemment repré- 
sentées par deux vecteurs égaux et de signes contraires, 
-h A et — A par exemple, et, le produit de ces deux 
biradiales étant égal au carré du module a de chacune 
d'elles (ou du vecteur a), nous aurons 

H- A . — A = a* ou — A* = a', A* = — a*. 

Si les biradiales (et par suite les vecteurs -1-a, — a) 
sont unitaires, on aura 

(2) A*Z= — I. 

Ainsi, le carré d'un vecteur quelconque est égal au 
carré de son module, pris négativement ; le carré d'un 
^vecteur unitaire est égal à — i . 

27. Désignons par cjAOB en général la biradiale 
conjuguée de AOB. S'il s'agit de biradiales unitaires, 

BOA = cjAOB. 
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Or nous avons identiquement 

COB.BOA^COA. 

Donc y en supposant toutes les biradiales unitaires, 

cjBOC.cjAOB=rcjAOC 
ou 

cj ( AOB . BOC ) = cj BOC . cj AOB. 

Ainsi, la conjuguée d'un produit de deux biradiales 
est égale au produit des conjuguées des deux fadeurs, 
prises dans l'ordre inverse. 

En restituant la valeur des modules (24), onreconnaît 
que ce théorème s^applique à deux biradiales quel- 
conques, et non pas seulement à des biradiales unitaires. 

Division des biradiales. 

28. Nous pouvons définir la division, comme opéra- 
tion inverse de la multiplication, de deux manières dif- 
férentes, en considérant le dividende comme égal, soit 
au produit du quotient par le diviseur, soit au produit 
du diviseur par le quotient. C'est à cette dernière défi- 
nition que nous nous arrêterons une fois pour toutes, 
et nous écrirons conséquemment 

( I ) dividende = diviseur X quotient. 

Si le dividende et le diviseur sont des vecteurs OA et 

OB, le quotient ou le rapport de ces deux vecteurs s'ex- 

OA 
primera par la biradiale —- ou BOA. En supposant les 

deux vecteurs OA,OB perpendiculaires, la biradiale 
pouvant alors se représenter par un vecteur OC perpen- 
diculaire à son plan, nous aurons 

/ X OA ^^ 
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la rotation du diviseur OB vers le dividende OA étant 
positive relativement à Taxe OC, et le module grOC 

étant éeral à ^^ • 

D'après la définition (i), il suit de là que 

(3) OA=::OB.OC, 

c'est-à-dire que le produit de deux vecteurs rectangu- 
laires est un vecteur perpendiculaire à leur plan. Toutes 
ces conséquences sont d'accord avec les définitions et 
conventions précédentes, et on les vérifie immédiate- 
ment en substituant à chaque vecteur la biradiale rec- 
tangle que ce vecteur représente. 

Pour deux biradiales de même vecteur initial AOC, 
AOB, on a 

AOC : AOB nr BOC 



ou 



OC^OBOC 

oa'oa"~ob' 



Unités rectangulaires. — Propriétés fondamentales. 

29. Prenons {fig- i5) un système de trois axes rec- 
tangulaires 0X| , 0X2, 0X3, tels que les rotations de X| 
en X2, de Xa en X3, de X3 en Xj soient positives par 
rapport aux axes OX3, 0X|, OX2 respectivement. 

Soient OI| = ii, 0X2=^ i2î 013=13 trois vecteurs 
unitaires dirigés suivant ces axes. Un vecteur quelconque 
OM = M pourra se représenter par x^i^-^- X2H+ Xziz> 
si les coordonnées de M sont Xx, x^, Xz- 

D'après ce que nous avons vu aux n*** 23 et 28, chaque 
vecteur unitaire, I3 par exemple, représente la biradiale 
14012 formée par le rapport des deux autres ij et I2. 



Donc 
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~ — ht *" — 'i» "" — 'f 



On tire de là 

'i^'i's* U^^^'j'i» 'i^'s'i- 
On a de même 

iL--, ll-->, li--i 



Ij — Ijl3> Ij Islii I3 Il Ij. 

Enfin [26, formule (2)] le carré de chacun de ces vec- 
teurs est égal à — i . 

Fig. i5. 




Nous pouvons réunir dans le Tableau suivant les rela- 
tions fondamentales auxquelles satisfont les unités rec- 
tangulaires : 

(1) Iil2=— I3, 1,13=— II, 1311=— Ij, 

(2) ijii^ia, 1312= II» I1I3— 121 

(3) ,l = il==,l=:-^l. 
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Nous vérifions ici que, d'une manière générale, la 
mukiplication d'un vecteur unitaire a par un vecteur 
unitaire perpendiculaire b a pour effet d'imprimer au 
vecteur a une rotation d'un angle droit autour de ^^ et 
dans le sens positif. 

30. Lorsque des facteurs algébriques sont appliqués 
aux vecteurs, ces facteurs restent soumis aux règles 
habituelles de l'Algèbre. Par exemple, le produit de 5ti 
par 3 la sera i5i|i2= — iSis. Nous sommes conduit à 
cette règle par l'application même de nos définitions, 
en regardant toujours les vecteurs comme représentant 
des biradiales rectangles. 

31. Les relations (i), (2), (3) du n^ 29 nous per- 
mettent de déterminer les produits d'autant de facteurs 
qu'on voudra, formés par les unités rectangulaires ij, I2, 
13. Par exemple. 

Or, on reconnaît qu'on arriverait au même résultat en 
écrivant 

lîlhiiKiiïî) ou iiisl'iïi)!* 

En un mot, on peut remplacer à volonté plusieurs 
facteurs par leur produit effectué, mais sans altérer 
l'ordre ; en d'autres termes, la multiplication des unités 
rectangulaires est associative. Nous reconnaîtrons bien- 
tôt qu'il en est de même de la multiplication des bira- 
diales en général. 

Nous attirerons encore l'attention du lecteur sur les 
produits remarquables 

1,1213= I,l3li= Ijliljrr -t- I, 
1,1,1, = l4l,Ia= I,Ial4= — I. 
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Représentation analytique des biradiales. — Qoatemions. 

32. Nous représenterons souvent une biradiale, dans ce 
qui suivra, par une seule lettre, pour plus de concision 
dans récriture. Ce sera alors invariablement une majus- 
cule italique, et nous aurons par exemple 

Si nous effectuons la décomposition indiquée au 
n** 22, nous avons vu que la biradiale se composera 

OP 

{Jig' II) de la partie algébrique — et de la partie rec- 

1 . OQ 

tangulaire ^ • 

Nous désignerons par BQ ou par Qo la première par- 
tie et par bQ ou Q, la seconde. Cette seconde partie, 
comme nous l'avons déjà reconnu plusieurs fois, peut 
être représentée par un vecteur. 

Pour cette raison, on dit que ÙQ est la partie vecto- 
rielle ou symbolique de la biradiale, tandis que !&Q est 
appelé partie algébrique, réelle ou scalaire. 

Nous avons, dans tous les cas, 

(,) Q--S<?-+-tiQ--<?o-f-<?/. 

Le vecteur Q^, si nous introduisons les trois axes rec- 
tangulaires de i^Jig- i5, peut s'écrire Çi i| -[-^212+ ^313 
si nous appelons q^, Çz^Çz les coordonnées de son extré- 
mité, si bien que la biradiale prend la forme 

(2) Qz=: Qo-+-7iii + 7ïïiH-^3i3- 

C'est à ce symbole à quatre termes, dont un réel et 
trois symboliques, que l'on donne le nom de quaterwioit. 
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Un quaternion est donc V expression analytique d'une 
biradiale. 

33. Supposons maintenant que les deux vecteurs b 
et A du numéro précédent soient de même module, par 
exemple unitaires l'un et l'autre. Alors le rapport 

OP 

— {fig' II) sera égal à cosy si nous appelons y l'angle 

OAB, et le module de t~ sera siny. Donc, si nous appe- 
lons Q un vecteur unitaire perpendiculaire à AOB et tel 
que la rotation de OA vers OB soit positive par rapport 
à ce vecteur, nous pourrons écrire 

(3) -=: cosy H-Qsiny. 

Telle est l'expression générale d'une biradiale unitaire, 
expression que nous appellerons quaternion unitaire 
ou verseur. 

Reprenant maintenant la biradiale Q quelconque , 

nous pouvons la regarder comme égale au produit de son 

€b 
module €Q == — par la biradiale unitaire qui aurait 

même plan et même angle. Nous désignerons cette bira- 
diale unitaire par la notation UQ. D'après cela, nous 
pouvons donc écrire encore 

(4) (?^€(?.M(?. 

En posant, comme nous le ferons souvent, CQ = q, 
nous aurons ainsi, conservant pour le surplus les nota- 
tions précédentes, 

(5) (? = q(cosy 4- Qsiny). 

Un quaternion est donc égal au produit de son module 
par son verseur. 
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Remarque. — En multipliant le vecteur a par le vec- 
teur unitaire q qui lui est perpendiculaire , on le fait 
tourner d'un angle droit autour de q, dans le sens po- 
sitif, sans changer sa longueur. 

En multipliant le même vecteur parcosy -1- q siny, on 
le fait tourner dans le même sens et autour du même 
axe, non plus d'un angle droit, mais de l'angle y. De là 
ce nom de ^verseur donné à l'expression cosy-f-Qsiny. 
On voit du reste que ce verseur se réduit à q pour y = 1***". 

34. D'après la définition des biradiales conjuguées 
(25), nous voyons [Jig* i6) que la conjuguée de AOB 

Fig. i6. 



sera AOB', le point B' étant symétrique de B par rap- 
port à OA. 

En représentant par Q, comme nous l'avons déjà fait, 
le quaternion ou la biradiale AOB, la biradiale con- 
juguée AOB', que nous représenterons par cj Q ou par Q, 
ne différera évidemment de la première que par le signe 
de la partie vectorielle, si bien que les relations (i), (a), 
(3), (4)> (5) des numéros précédents nous donneront 

(6) <?=Ço— îiii — îjia— Î3I3» 

(•j) IKQmcosy — Qsiny, 

(8) tQ = t(?, 

(9) ^Q = ^Q. 

(,0) tiQ:=r-tl(?. 
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Avec cette notation, le théorème dun^S? s'exprimera 
par la relation 

ou 

(11) PQ=Q.P. 

Nous nous contentons d'énoncer les propriétés évi- 
dentes que voici ; 

Si deux biradiales sont égales, il en est de même de 
leurs conjuguées, 

La conjuguée d'une somme de biradiales est égale à 
la somme des conjuguées des éléments qui composent la 
somme. 

Rappelons enfin, comme le montre d'ailleurs la for- 
mule (6) en y faisant Oo= o, que le conjugué d'un 
vecteur est égal à ce vecteur changé de signe. 

Propriétés de la multiplication des biradiales. 

33. Lorsque, dans le produit AOG des deux biradiales 
AOB = Py BOG = Q, nous décomposons le vecteur OC 
en OD H- OE d'une manière quelconque, nous avons (21) 

BOC — BOD -4- BOE = fi -f- 5 
et 

AOC =z AOD -i- AOE =: AOB . BOD -f- AOB . BOE. 

Donc 
(i) P[R-hS] = PR'\-PS, 

ce qu'on exprime en disant que la multiplication est 
distributii^e par rapport à l'addition en ce qui con- 
cerne le multiplicateur. 
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Il est très facile de reconnaître que cette propriété 
s^applique à une somme d'autant d'éléments qu'on vou- 
dra et non pas à deux seulement. 

Si nous appliquons aux deux membres de la rela- 
tion (i) le théorème du n® 27 [formule (i i) du numéro 
précédent], nous avons 

c}P{R-{- S) = {R-hS).P = {R -4- s)Py 
cjPR 4- cjPS = R,P -f- S.P, 

Ainsi {]{'hS)P= lî.P-hSP; et, comme ^, S, P 
représentent des quaternions quelconques, nous pou- 
vons écrire 

(2) [R-^S]P=RP-^SP, 

c'est-à-dire que la multiplication est distributive par 
rapport à l'addition en ce qui concerne le multipli- 
cande, 

36. D'après ce qui précède, nous pourrons constam- 
ment, dans tout produit, remplacer les quaternions par 
les éléments qui les composent, -écrits par exemple sous 
la forme «o -+- «< ij H- «2 12 H- «3 13 • Tout produit se résou- 
dra ainsi en une somme de produits partiels dans les- 
quels figureront uniquement des quantités réelles et les 
unités vectorielles rectangulaires ij, I2, I3. Or, nous 
avons vu (31) que la multiplication de ces unités est as- 
sociative. 

Donc la multiplication des quaternions en général 
est associative, c'est-à-dire que dans un produit on peut 
remplacer une suite quelconque de facteurs par leur 
produit effectué, pourvu qu'on n'altère pas l'ordre des 
facteurs. 

Par exemple, 

PQRST = PQR[ST] —P[0RS) T— P{QR) [ST) — 



-47 - 

Cette propriété est essentielle dans la théorie des 
quaternions, puisqu'elle établit que la multiplication, 
dans cette Algèbre spéciale, jouit de toutes les pro- 
priétés de la multiplication ordinaire, sauf la commu- 
tativité. 

Plusieurs démonstrations directes et purement géomé- 
triques en ont été données; mais presque toutes sont 
d'une assez grande complication, tandis que la marche 
que nous venons de suivre, et qui consiste à passer par 
la propriété distributive pour établir la propriété asso- 
ciative en général, nous semble aussi naturelle et beau- 
coup plus simple. 

Produits de deux vecteurs. 



37. Soient OA = a, OB = b deux vecteurs unitaires 
{fis- ^7)» ^ ^^"^ angle; OD = d un vecteur unitaire 

Fig. 17. 



perpendiculaire à a dans le plan AOB ; OC == c un vec- 
teur unitaire perpendiculaire au plan AOB et tel que la 
rotation de OA vers OB soit positive. 

En décomposant b suivant OA et OD, nous avons 



B =1 cosô.A-t- sin0. 
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Par conséquent, 

AB = COSÔ . x' -4- Sin ô . AD 

ou, d'après les propriétés établies plus haut (26, 29), 

AB = — ;cos6 4- sinô.c). 

Pour deux vecteurs quelconques, nous aurions évi- 
demment 

(l) AB=r — €A.€B(C0SÔ-f- sinô.c). 

Ainsi, le produit de deux vecteurs est un quaternion. 

On obtiendrait ce même produit en déterminant les 
coordonnées a^, ao? «s et i|, ^2» ^s de A et B par rap- 
port à trois axes fixes rectangulaires et en développant 
le produit 

(ârill-+-^7jlj-+- «3l3)(^lll -r- bili-h ^313) 

d'après les règles et conventions établies précédemment. 
La relation ( 1 ) nous donne évidemment 

(1) BkB= — tA.tB.COSÔ, 

(3) ilAB== — ^A.tB.sine.c. 

On voit que j6ab représente au signe près la puis- 
sance de l'origine par r-apport au cercle de diamètre AB, 
que t.iîAB est égal à l'aire du parallélogramme con- 
struit sur OA, OB comme côtés, qu'enfin la direction 
de iîAB est perpendiculaire au plan AOB. 

En particulier, si deux vecteurs a,b sont rectangu- 
laires, on a 

j6abi= o, 

et réciproquement. 

38. Pour le produit ba, nous aurions eu évidemment 

(4) BA=: — Îa.€b(cos6 — sinô.c), 
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d'où, par comparaison avec la relation (i) du numéro 
précédent, 

[a) éÂB=0BA, [b) lÎAB=: — lî BA, 

(c) AB -h BA = 26AB, (r/) AB — BA=:2lÎAB, 

AB = CJ (ba) , BA = CJ (aB ) . 

39. Ces formules très importantes (a),(i),(c), (d) 
conduisent à de nombreuses conséquences, parmi les- 
quelles nous ferons seulement ressortir les formules sui- 
vantes : 

(5) [k-h b)*~ A^-h AB-+- BAH-B* — A* H- «iSAB-f- B*, 

(6) (a — b)*^ A* — AB — BA -|-B'r=; A* — 2 5aB -{- B*, 

; A^B^zir A.A.B*= AB^A=: AB.BA 

1 rr:(ÔAB + lÎAB)(0AB-lÎAB) 

(7) 



( 



(Sab)*— (Uab)» 

(0AB)*-f-(t.llAB)«. 



Il est essentiel de remarquer que a^b- est très diffé- 
rent de (ab)2 ; quant au facteur b^, nous avons pu le dé- 
placer dans le calcul précédent, parce que ce carré est 
algébrique. 

Quotients de deux vecteurs. 

40. Si OB = B, 0A= A {Jig» 17) sont deux vecteurs 
unitaires, nous avons, par la définition même de la bira- 

diale AOB = -» et en vertu des considérations des n®'22 

A 

et 23, 

(i) . - = COS0 -f- sinô.c. 

^ ' A 

L. — Quater/tions, 4 



JO 

Au contraire, on a, dans la même hypothèse, 



A 



] - = cos6 — sinG.c. 



B 



En supposant que a et b soient des vecteurs quel- 
conques, ces formules deviennent 



- = — - (cosô 4- sinô.c'i, 

A ^A ^ 



A Ca 

(4) - = ^-(cosô — sinô.c) 

^^' B ^B^ ' 



41. La définition des biradiales conjuguées et les re- 
lations du n"* 34 nous donnent * 

B ^B 

ci- = ; — (cosô — sin6.c\ 

•'a ^a^ 



.A «^A 

cj - = ^— ( cosô -h sin 6 . c ; . 

B Vl'B 



Donc 






Par comparaison avec les résultats du n° 37, on a 
aussi' 

(8) 



B 



l^B)^ 



Ces relations permettent, comme on le voit, de trans- 
former les quotients en produits. Si par exemple 



— ai — 
nous aurons 

et par suite 

B _ _ ( ^1 II -f- a^ij -h azH ) ( ^ 1 Tj -4- ^>ji3 H- b^i^) ^ 
A ~ a\ -l- al -I- rtj 

Il suffira de développer le numérateur diaprés les 
règles auxquelles sont soumises les unités i^, I2, I3 pour 
obtenir le quotient cherché. 



EXERCICES. 

12. La somme des carrés des diagonales d'un parallélo- 
gramme est égale h la somme des carrés des côtés. 

On a [fig. I, p. 6) 

AC =r A -4- B, DB -_ A ~ B. 

De là, en vertu des formules (5) et (6) du n** 39, 

(AC)«-4- (DB)*=2A2-4-2B^ 

et, changeant tous les signes pour passer aux modules, 

(3L.AC)*-t-(3L.DB)*=:r2(<2:.AB)2-f-2((iL.AD)S 
ce qui démontre le théorème, puisque AB = DC et AD =: BC. 

13. Soient ABC [Jig. 18) un triangle; ABDE, ACFG deux 
parallélogrammes quelconques construits surAB, AC; H le point 
de rencontre de DE et FG : démontrer que la somme des aires 
des deuT parallélogrammes est équivalente a celle d'un parallé^ 
logramme construit sur deux droites égales et parallèles à 
BC, AH. 



1 



Posons 



On a 
d'où 



AE = A, AB=:B, AC=zc, AG=:D, 

AH = A -h xhf 

AH.B =: AB -I- ^B*. 

Prenant les parties vectorielles des deux membres ( ou opérant 

ViQ. i8. 




* 1 C 

par\),), il vient 

(1) U.AH.B=:U.AB. 

De même AH =fc-\-iy, d'où l'on déduit 

(2) U.AU.c^zlI.uc. 
De lày par soustraction [38 [ ^)], 

1Î.AH(b— c) = lî.AB — lî.DCi=lî.AB-h>J.CD 

ou 

il(AH.CB) = lî(AE. AB) H- U(AC.AG), 

ce qui démontre (37) le théorème énoncé, ces trois vecteurs 
ayant la même direction. 

CoBOLLÂiRE. — L'addition des équations (1) et (2) donnerait 

U.AH(b + c)=:U.AB — U.CD, 
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c'est-à-dire que, I étant le milieu de BC, la différence des aires 
des deux parallélogrammes ABDE, ACFG est équivalente au 
double de celle du parallélogramme construit sur AI, AH. 

Remarques, — I. Dans les problèmes de ce genre, il est essen- 
tiel, comme l'on voit, de tenir compte des signes des aires de 
la façon la plus attentive. 

II. L'opération double, consistant comme ci-dessus à multi- 
plier une expression par b, puis à prendre la partie vectorielle du 
produit, peut se représenter, en un seul symbole, par lî ( ) b. On 
peut de même employer les symboles 1î.bX,5( )b, S.bX, . . ., 
comme nous aurons fréquemment occasion de le faire par la 
suite. 

li. Soient ABC un triangle, G le point moyen des sommets , 
O un point quelconque dans l'espace. On a 

gr(AB« -h BC« + CA«) = 3gr (0A« -f- OB' -+- 0C«) — gr (30G)*. 

Posons 

OAr=A, 0B=:B, oc— C. 

Alors 

AH-B-4-Czri30G = 3G 

et 

(\-f-B4-c)^=: A«+B«4-C^-f- 2S(AB-f- BC + Ca) = (3g)*. 

D'un autre côté, 

(B-A)«H-(c-B)»-f (a-c)« 

z= 2(a* ■+ b'H-C^) — 26(aB -4-BC-f-CA), 

d'où, par addition, 

(B-A)*-4-(c-B)«-f-(A-c]«:zr:3(A« + B« + c2)-(3G)S 

ce qui démontre le théorème, en changeant tous les signes pour 
passer aux modules. 
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15, La somme des carrés des côtés d'an quadrilatère [plan 
OH gauche] est égale h la somme des carrés des diagonales y plus 
quatre fois le carré de la droite joignant les milieux des dingo - 
nales. 

Soit ABCD le quadrilatère. Posons AB =:r a, AC = b, AD z=z c. 
Les côte's sont représentés par les vecteurs a, b — a, c — b, c, 
les diagonales par b et c — a, et la droite qui joint leurs milieux 

par • Or, on vérifie aisément que 

A* -f ;B — a)* -\~ 'c — b)* -i- c' 

m B'-f- (c — a)*-!-- (A-fC — b)', 

d'où le théorème énoncé, en passant aux modules. 

Relations entre les parties constituantes d*nn quaternion. 
Nouvelle notation d'un verseur. 

42. Reprenons Texpression d'un quaternion quel- 
conque jiy soit en le décomposant en ses quatre élé- 
ments , 

(l) ^ = fl'oH- «1 II -f- «fjl2 -f- /73I3, 

soît en mettant en évidence lemodule a =: (lA, V angle a 
et Vaxe a, 

( 1 ) A = r[ cos a -f- sin a . a ) , 

soit enfin en récrivant 

(3) J = SJ-h\}Az=z^J.UJ; 

la comparaison de ces formules nous montre que 

(4) 5v^z= «Q=:acosa, 

(5) ll-^rrr ûTiii -h ^ZgisH- ^3^3= a sina.A, 



(6) t.ti^— v/«î -i'^l -hrt|==asina. 
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Delà 

(8) \}J — ZAsina.U/i, 



(9) ^^:zz v/(6u4)«-i- (t.U^)*= ^(6^)2- (tJ^jS 



(10) %J-.s/al-ha\ -^ al -h al 



3» 



-43. Soient AOB, BOC deux biradiales unitaires co- 
planaires, que représentent les verseurs cos0 4- sinS.n, 
coscp4- siny.D respectivement, Taxe d étant évidem- 
ment le même de part et d'autre. 

Il est évident par la seule inspection de la figure, et 
l'on reconnaît également par le calcul de 

(cosô -+- sin^.D) (cosy + sin^.D), 

que ce produit n'est autre que le verseur 

cos(0 + y) -f-sin(0 4- ç>)d. 

Dans ce cas particulier des biradiales coplanaires, 
l'ordre des facteurs, comme on le voit, n'influe pas sur 
le produit. 

Si nous posons d'une manière générale 

(12) /(j:) =:cosj: -+- sin.r.D, 

le résultat ci-dessus nous montre que 

(i3) /(9)./(y)=/(9 + y). 

Cette propriété, caractéristique de la fonction expo- 
nentielle, nous amène à représenter le verseur 

cosj: H- sin.r.D 
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par la notation n^, l'angle droit étant pris pour unité. 
D'après cela, nous aurons, dans l'exemple ci-dessus, 

AOB — Ti\ BOC =: D?, AOC — D« D? - D«+?. 

Cette notation exponentielle d', pour exprimer un 
verseur quelconque, est souvent fort commode. 

Si l'exposant 9 est nul, le verseur est égal à l'unité; 
si 6 = i**"", le verseur se réduit à un vecteur; si 6 = 2^*^, 
on a 



1»*:= 


-'• 






D'une manière générale, 








D"r=I, D*=D, D'=r — 1, 


u^ = — n, 


d'*:3:I, 


. 


D-^nr — D, D"' i::: — I , D-'=: 


D, D-*z=I, 


D-^zrz- 


D 



En un mot, d* exprime la rotation de toute figure 
plane perpendiculaire à d, s'effectuant autour de cet axe 
et avec une amplitude 6. Cette simple remarque nous 
montre encore qu'on a 

(.4) «-'=;-D)«. 

D« et D~* sont évidemment des verseurs conjugués. 

44. La notation exponentielle des verseurs nous per- 
met de concevoir un quaternion quelconque comme une 
puissance d'un vecteur; car, si 

^ = a(cosa-h sina.A) =raA*, 

nous pouvons poser 

A'=a«A, 

et, par conséquent, nous avons 

(l5) J=zjl'- 



r 
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il est clair que k* n-est plus unitaire, en général. 

Vectexirs, verseurs et quaternions réciproques. 

45. Nous appelons (25) réciproque d'une expression 
quelconque le quotient de l'unité par cette expression. 

D'après cela, et en vertu de la définition de la divi- 
sion (28), nous aurons, en appelant ^ l'expression 
donnée et X sa réciproque, 

JX — i. 

Soit d'abord un vecteur unitaire a. On a 

a' = A . A =r — I , 

d'où 

a(— a)i=I. 

Le réciproque d'un vecteur unitaire est donc ce vec- 
teur changé de signe. « Réciproque » et « conjugué » 
sont, dans ce cas, identiques. 

Pour un vecteur quelconque, on aurait a^ = — (^a)^. 



{-(^]-'' 



et, par conséquent, le réciproque d'un vecteur quel- 
conque s'obtient en changeant le signe et en divisant par 
le carré du module. 

S'il s'agit maintenant d'un verseur 



%A = COS0 4- o sinô = d'^, 
on a (43) 

d'où 

X = jy^ =z COS0 — D sin 0. 



Ainsi, le réciproque d'un verseur s'obtient en chan- 



— 58 — 
géant le sens de son angle. Là encore, il n y a pas de 
différence entre le réciproque et le conjugué. 

Le réciproque d'un quaternion A est évidemment le 

produit de ^-- par le réciproque du verseur %A\ ow en- 

Remarques. — L La multiplication de deux quater- 
nions réciproques est commutative, puisque (25) il en 
est ainsi pour les biradiales que ces quaternions repré- 
sentent. 

IL Si B est le réciproque de A^ A sera le réciproque 
de B, Car si ^ =r a a*, 

a 

et le réciproque de B est 

I * 

r- A«=aA« = ^. 

b 

A 
IIL Le quotient - de deux biradiales quelconques 

I ^ , A 

peut se mettre sous la forme —A. En effet, soit - = Q, 

d'où ^=: BQ. Opérant par -^ X, il vient 

Mais il faudrait bien se garder d'écrire pour ce quo- 
tient A -j cette expression RQ-^ étant en général très 
différente de Q. 
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EXERCICES. 

i6. Les centres des triangles équUatéraux construits exté- 
rieurement sur les trois cotés d'un triangle quelconque forment 
un triangle équilatéral dont le centre de gravité est le même que 
celui du triangle donné. 

Soient ABC le triangle donne, A',B',C' les sommets des 
triangles e'quilatéraux, P, Q, R leurs centres, k un vecteur uni- 
taire perpendiculaire au plan de la figure. 

On a 

CA'r:-CB.K^(*), BA':r:=CB.K.^, 

ce qui nous donne 

Rapportant tous les points à une origine commune 0, on a 

a' -:: (b — c)k^ -f- C, 

et 

a' H- B H- c a' — A 



P : 



si nous choisissons pour le centre de gravité de ABC, ce qui 
donne a -f- b -h c =: o. Donc 

(2) p:rri[(B-c)R^-f C-aJ, 

et de même 

(3) Q^_,i[(c_A)J-f-A-B], 

(4) K.=.i[(.-B)J-f B-c]. 



(*) Il importe de ne pas oublier que l'unité d'angle est toujours Tangle 
droit. 
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Multiplions la relation (2) par k' : 

pk^=i[(b-c)r'+(c-a)il^] 

^l[^(„_c)-f.(c-A)J-(c-A)] 
— 1 [ ( C — a) F.^ 4- A — B J = Q, 

en vertu de la relation ( 1 ) . De même, 



4 I p R 

QK = R, RK* = V OU - r=r - zir -j 

R P Q 



ce qui démontre que le triangle PQR est bien équilatéral. 

L'addition des formules {2), ( 3 ), (4) donne p -h q + r 1= o, 
de sorte que le centre de gravité de PQR est Torigine, c'est-à- 
dire le centre de gravite' de ABC. 

Remarque^ — Cette dernière propriété peut s'étendre aux cas 
de triangles semblables quelconques construits sur les côtés d'un 
polygone plan. Le point moyen des sommets extérieurs de ces 
triangles sera le même que le point moyen des sommets du po- 
lygone. En effet, en appelant k. un certain vecteur (non unitaire) 
perpendiculaire au plan de la figure, on pourra écrire 

BP=rBA.K.*, p — b~(b— a)k*, 

et de même 

Q — C r= (c — b)k*, r — D=(d — c)k®, ..., 
U — A= (a — m)&', 

d'où, par addition, 

(pH-Q-f-R-+-...-hu) — {B-f-C-f-...H-M4-A)=0, 

ce qui démontre la propriété en question. 

17. Trouver le cosinus d'un angle d'un triangle sphénque^ 
en fonction des côtés. 
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Soient ABC le triangle et O le centre de la sphère (de rayon 
égal à l'unité]. On a 

COB=:COA.AOB ou - = -.-. 

C C A 

Les parties réelles de -^ -9 - étant respectivement cos«, cosô, 
cosc, nous pouvons écrire 

cosa -f- lî - == f cos ^ -f- U - j f cosc H- lî - | • 

Prenant les parties réelles des deux membres, 

cosflf = cos b cosc -+-j5(1î-»1î-|» 

\ c a; 

Or ti - î lî - sont deux vecteurs respectivement perpendicu- 

G A 

laires aux plans COA, AOB et dont les modules sont sin b, sine. 
Donc (37) 



■(":•":)=' 



: sin ^ sin ^ COS A 

\ c A/ 

et 



cosû = cos^ cosc -h sin 6 sine cos A. 

Il est essentiel de remarquer que l'angle des vecteurs lî - 9 

. B 

II- est le supplément de l'angle A. C'est pour cela qu'on a 

-f- cosA, et non pas — cos A, dans la formule obtenue. 



Produits de plusieurs facteurs. 

46. Si l'on a à effectuer le produit de "plusieurs qua- 
ternions 

^r=:aA% ^=bBP, C = CCT, ... 

par exemple, on pourra écrire 

JBC. . =iabc...A«BPcT..., 
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de sorte qu'on sera ramené à des multiplications de ver- 
seurs. 

Si les quaternions sont donnés sous la forme 

//o-+- a^ii-h «jij-f-fljia H- . . ., 

il suffira de développer le produit 

X (^0+ ^^lll-+- *ÏÏ2^- ^313) (^0 -+- ^l»! 4- Cjlj-f- C3I3.. . . , 

en se conformant aux règles établies pour les unités 
symboliques i|, I2, I3. 

Les divisions se ramèneront à des multiplications en 
introduisant les conjugués, puisque, ainsi que nous 
l'avons vu plus haut, 

47. Supposons qu'on ait 

JBCD =z E. 

En opérant par -x, nous aurons 

A a' 

En opérant par X ^» nous aurions eu 

En répétant les mêmes opérations sur les autres fac- 
teurs, il viendrait aussi 

^^ b2e ,^ EDC 
CD——-, JB=z——, .... 
b*a2 a*c* 
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En un mot, on peut toujours faire passer un facteur 
d'un membre dans l'autre, pourvu qu'on le maintienne 
à droite s'il était à droite, à gauche s'il était à gauche, et 
qu'on le change en son réciproque. 

Cette observation permet d'isoler à volonté tel facteur 
qu'on voudra et d'en obtenir la valeur au moyen de la 
relation donnée. 

48. Lorsqu'on a un produit de plusieurs vecteurs 

ABC . . . FGH = Py 

on tire de cette relation 

(-l)ABC...FG:rz/>^^, 

puis 

, ,, T^ UG 

(-IJ-ABC...F::=/>— , 

> 

/ \r, Ti HG . . . GBA P 

I — I )'* m: P rz= HG . . . CBA , 

n représentant le nombre des facteurs, d'où, opérant 
I 



par — > on obtient 
Ainsi 



P 

P Z=. ( — l)'*HG. . . CBA. 



CJ ( ABC . . . GH ' rr: [ — I )« HG . . . CBA, 



EXERCICES. 

18. Le produit des vecteurs représentant les côtés d'un qua- 
drilatère inscriptiblcy ces côtés étant pris dans leur ordre, est 
une quantité réelle. 



- 64 - 

Soient ABCD [fig* ig) le quadrilatère; a, ]3, y, ^ les angles 
extérieurs en A, B, C, D; a, b, c, d des vecteurs unitaires sui- 
vant AB, BC, CD, DA respectivement; k un vecteur unitaire 
perpendiculaire au plan de la figure. 

Nous avons 

B =r AkP, d'où AB = — K^, 
D Z=z CK.*, d'où CD=I — K*, 

et par conséquent 

ABCD 1= K.P+^. 

Si le quadrilatère est inscriptible, /3 + (î := 2, et par suite 
Fig. 19. 




ABCD = — I , d'où, en appelant a, b, c, d les modules des 
côtés, 

(i) AB.BC.CD.DA = — abcd. 

On trouverait de même, en partant de a := bk.~^ c = dk."^, 
(2) DA.GD.BC.ABr=— abcd. 

Corollaires. — I. On tire de (i), en opérant par X rrr ou 



X 



(-^)' 



AB.BG.CA==:^-^DA. 

d 



Ainsi, le produit des vecteurs représentant trois côtés consécu- 
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tifs d'un quadrilatère inscriptible est un vecteur dirigé suivant 
le quatrième côté, 

II. En supposant que le point D se rapproche indéfiniment 
de A sans que le quadrilatère cesse d'être inscriptible, on voit 
que le produit des vecteurs représentant les trois côtés successifs 
d'un triangle est un vecteur tangent au cercle circonscrit, au 
sommet qui a servi de point de départ. 

19. Le produit des vecteurs représentant les côtés successifs 
d'un quadrilatère quelconque [plan ou gauche) est une hira- 
diale dont le plan est tangent à la sphère circonscrite au sommet 
qui a servi de point de départ. 

En effet, AT, AU représentant deux vecteurs tangents à la 
sphère en A, on a, d'après le corollaire II de l'exercice précédent, 

AB.BC.CA=zjr.AT, AC.CD.DA — j.AU. 

Multipliant et remarquant que CA . AC est une quantité réelle, 

AU 
AB.BC.CD.DA := z.AT.AU z^ z' ^. 

AT 

L'axe de cette biradiale est donc dirigé suivant le rayon OA 
du point de contact, et, par conséquent, 

H (AB.BC.CD.DA) Il OA. 

C0E01.LAIRE. — Cette propriété permet évidemment d'inscrire 
à une sphère donnée un quadrilatère dont les côtés soient paral- 
lèles à des droites données, 

20. Le produit des vecteurs représentant les côtés successifs 
d'un pentagone {plan ou gauche) inscrit dans une sphère est un 
vecteur tangent à la sphère au point de départ. 

Soit ABCDE le pentagone. On a 

AB.BC.CA = a:.AT, AC.CD.DA =:r.AU, 
AD.DE.EA = 3.AV, 
L. — Quaternions, O 
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AT, AU, AV étant trois vecteurs tangents à la sphère en A, d*où, 
par multiplication, 

AB.BC.CD.DE.EA^^^AT.AU.AV, 

ce qui (exercice 18| corollaire II) nous donne encore un vec- 
teur dans h plan tangent. 

Expression géométrique de 5 abc. 

49. Soient a = OA, b = OB, c = OC trois vecteurs 
de même origine, a, b, c leurs modules, 6 l'angle COB, 
(j) Tangle que forme OA avec le plan COB. 

Nous avons 

ABC zz: A ( i0 BC 4- lî BC ) riir A 6bC -f- A tl BC. 

La première partie du second membre est un vecteur. 
Donc, prenant les parties réelles (ou opérant par S. ), il 
vient 

ÔABG ==5.AtlBG. 

Or (37) to BC est un vecteur perpendiculaire au plan COB, 
tel que la rotation de C vers B soit positive, et dont le 
module est bc sin6. L'angle de OA avec ce vecteur sera 
complémentaire de 9, et, par conséquent (37), on aura 
pour la partie réelle du produit 

B ABC m it abc sin Q siny. 

Mais a sin <p représente la hauteur ( issue du sommet A) 
du tétraèdre OABG; bcsinO représente le double de la 
base OBC. 

Donc ÔÀBC représente, avec le signe ±, le volume du 
parallélépipède construit surOA, OB, OC, ou encore six 
fois le volume du tétraèdre OABG. 

Les signes dépendent de l'angle que forment a et IIbc. 
Par suite, en convenant d'aOecter d'un signe les volumes 
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eux-mêmes, il nous sera permis d'écrire, en supprimant 
le signe =h, 

J0ABC=z6volOABC. 

Il est aisé de reconnaître, d'après cela, dans quels cas 
les volumes devront être considérés comme positifs ou 
négatifs. Il suffira de regarder le triangle ABC en se pla- 
çant du côté opposé au point O, c'est-à-dire en dehors 
du tétraèdre. Suivant que la rotation dans le sens ABC 
sera positive ou négative, le volume OABCsera lui-même 
positif ou négatif; c'est ce qu'on reconnaît immédiate- 
ment par une simple inspection de la figure, en se rappe- 
lant bien les règles et conventions précédemment 
établies. 

50. Il est à remarquer que le volume OABC peut aussi 
bien s'écrire |0(OA.AB.BC) que|S(OA.OB.OC), 

En effet, 

a(b — a)(c — B)r=: ABC — AB^ — A* C + A* B, 

et l'on voit que la partie réelle se réduit à 0abc. 

51. Si OA, OB, OC sont dans un même plan, on voit 
que 5 ABC = o-, réciproquement, lorsque ôabc = o, au- 
cun des vecteurs a, b, c n'étant nul, ces trois vecteurs 
sont nécessairement coplanaires. 

Cela nous fournit donc un moyen très simple d'expri- 
mer la condition pour que trois vecteurs soient situés 
dans un même plan. 

Interprôtatioii de U [llAB.bBc]. 

52. On sait (37 ) que ti ab = d est un vecteur perpen- 
diculaire àA etB; bBc = Eestde même un vecteur per- 
pendiculaire à b et c ; par conséquent, tl de sera un vec- 
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leur à la fois perpendiculaire à d et s, qui ne pourra 
avoir une autre direction que b. 
Ainsi 

tl(tlAB.bBc) z:i:^B. 

Le module de ce vecteur est 

4aireOAB X aireOBG X sinB, 
en appelant B le dièdre OB. 

Relations avec les cpordonnées cartésiennes. 

53. Soient j^o ^2 > -3:3 les coordonnées d'un point X 
rapporté à trois axes rectangulaires. Le vecteur OX = x 
pourra alors s'écrire, si Ton se reporte aux notations 
précédentes, sous la forme 

X =: ^r^ii 4- ^jis -4- ^1:313. 

Si nous opérons par^.iiXjles deux derniers termes 
du second membre disparaîtront et nous aurons 

jG ij X = — X, . 
De même, 

Donc 

X— — (l,0IiX-f-I,5l2X-+-l36l3X), 

quel que soit x. 

On a, en particulier, 

(5liX)^+(ôl,x)M-(ôl3x)'=(ax)«^xî-i-XÎ4-^J. 

On pourrait aussi mettre le vecteur x sous la forme 

X — J^i Aj -f- 0^2 Aj + X3 A3, 

^o ^2> ^3 représentant les coordonnées du point Xpar 
rapporta un système d'axes non rectangulaires, et A|y 
Aa, A3 étant des vecteurs unitaires suivant ces axes. 
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54. Pour le cas des coordonnées rectangulaires, si 
x = x^\^ -f- J:2i2"f-X3i3et Y=j-, I| -i-j^,î,-{-j8i8>nous 
avons, en effectuant le produit et prenant les parties 
réelles, 

car tous les autres termes sont vectoriels et par consé- 
quent disparaissent. 
Cette formule est d'un assez fréquent usage. 



EXERCICE. 

21 . Trouver le volume du tétraèdre ayant trois de ses sommets 
sur les trois axes coordonnés rectangulaires y en Ai, A ^f A„ et le 
quatrième en un point quelconque X. 

Il est facile de voir (49) qu^en général 

volXAiA2A3= volOAjAjAj 

-4- volOAaAjX 4- volOAtA|X + volOAiAjX, 

quel que soit 0, pourvu qu*on tienne compte des signes des 
volumes^ 
Remplaçant A|,A2, A3 par a^i^, a^i,, ^3X3 etx par 

.^rjii H- X2 1,4-0:313 

respectivement, il vient 

volXA|A2A3={Ô[ai^ja3ÏiÏ2Î3 

-h(^i3«,i3ijH-a,ûiiîii-f-aia3iii3)(a:ii, -|-a:jij-|-4r3i3)] 

__ aiOt^zf _ 'lîl _ f! «, f2\ . 
~" 6 \ «1 «1 «3/ 

Telle est l'expression du volume cherché. 
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EXERaCES PROPOSÉS SUR LE CUAPURE II. 

1 . Sur les côtés d*un triangle ABC, rectangle en A, on con- 
struit les carrés extérieurs ABFGy ACHK, fiCED : démontrer 
que les droites BK, FG se cou|)ent en un point O situé sur la 
hauteur issue du sommet A. 

2. Dans le cas de Fexercice précédent, démontrer que les 

, BO.CO BK.CF , , 

grandeurs de et - sont égales. 

Au Ijvi 

3. Démontrer, dans le même cas que celui des exercices pré- 
cédentSy que gr ( DF* -f- GH* -f- KE* ) est égale à trois fois la 
somme des carrés des côtés du triangle et qu'il en est ainsi quel 
que soit l'angle A . 

4. La somme des carrés des trois cotés d'un triangle est égale 
à trois fois la somme des carrés des droites joignant les sommets 
au point moyen. 

5. Dans tout quadrilatère, plan ou gauche, le produit de 
deux diagonales et du cosinus de l'angle qu'elles comprennent 
est égal à la somme ou à la différence des deux produits cor- 
respondants pour les couples de cotés opposés. 

G. Si a^bf c sont trois arêtes contiguës d'un parallélépipède 
rectangle, le carré de l'aire du triangle formé par leurs extré- 
mités est «• b^ -T- b*c*-\- c^a^ . 

7. Si deux couples d'arêtes opposées d'un tétraèdre sont sé- 
parément à angles droits, il en sera de même pour le troisième 
couple. 

8. Chaque arête d'un tétraèdre est supposée égale à l'arête 
opposée : démontrer que les droites joignant les milieux des 
arêtes opposées sont perpendiculaires sur ces arêtes. 
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9. Du sommet d*un tétraèdre OABG on mène jusqu'à la 
base une droite qui forme des angles égaux avec les trois faces 
OAB, OBC» OGÂ : démontrer que les aires OÀB, OBC, OCA sont 
proportionnelles à DAB, DBG, DGA. 

10. Soient A) A, ... A;, un polyèdre inscrit dans une sphère^ 
R le centre de cette sphère, O un point quelconque, G le point 
moyen de Ai, A^, . . . , A^^ : démontrer que la puissance du point O 
par rapport à la sphère circonscrite au polyèdre est égale au 
double de la puissance de par rapport à la sphère de dia- 

1 ^« . n . OAÎ-^OA|-f-,. .^-OAJ 

mètre GR, moins lexpression — ' • 

11. ABGD est un tétraèdre, A', B', G', D' les centres de gra- 
vité des faces BGD,GDA, . ... La somme des puissances d*un 
point quelconque par rapport aux sphères ayant pour dia- 
mètres A A', BB', GC', DD', et la somme des puissances du 
même point par rapport aux sphères ayant pour diamètres les 
six arêtes du tétraèdre, sont entre elles comme 7 est à 3. 

12. La somme des puissances d'un point quelconque par 
rapport aux sphères ayant pour diamètres les quatre côtés d'un 
quadrilatère gauche est égale à quatre fois la puissance du même 
])oint par rapport à la sphère ayant pour diamètre la droite qui 
joint les milieux des diagonales. 
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CHAPITRE III. 

LA LIGNE DROITE ET LE PLAN. 



Éq[uation de la ligné droite. 

55. Soient c un vecteur (unitaire ou non) parallèle à 
la droite AX {fig* 20), et a le vecteur d'un point 

Fig. 20. 
1> A X 



/ 



1/ 




donné A de cette droite. Il est évident que le vecteur de 
tout point X de cette droite, ou OA 4- AX, est de la 
forme 

(1) X := A -h XC, 

Réciproquement, en donnant à x toutes les valeurs 
réelles possibles, cette équation (i) représentera tous les 
points de la droite AX. C'est donc l'équation de cette 
droite. 

56. Si la droite est déterminée par deux de ses 
points A et B (au lieu de l'être par un point et par sa 
direction), on aura pour équation cette autre forme 

(2) X = A -h 4:(b — a) z= (i — x)a -:- XB, 
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67. Si la droite est déterminée par la perpendicu- 
laire OD abaissée de Forigine et donnée en grandeur et 
en direction, Téquation (i) devient 

X r= D -f- a:c 

et, en opérant par 5.d X, 

(3) 0DXr:z:D«=- («d)*, 

car 5dc = o (37), puisque c et d sont perpendiculaires. 

Remarque, — Il faut évidemment ajouter à l'équa- 
tion (3) la condition que la figure est située dans un 
plan déterminé. 

58. Soient donnés un point A de la droite et deux 
droites LL', MM', auxquelles elle doit être perpendicu- 
laire. 

Appelons l, m deux vecteurs quelconques suivant LL', 
MM'; le vecteur tiLM sera perpendiculaire à toutes 
deux (37), et, par conséquent, l'équation (i) deviendra 

(4) X=: A H- .r.llLM. 

Équation du plan. 

59. Si OD = D est un vecteur représentant la per- 
pendiculaire à un plan abaissée de l'origine, nous 
avons, en appelant X un point quelconque du plan, 
6d(x — d) = o, c'est-à-dire 

X 

(l) 5dX=i:D* ou 6-zr;l. 

' D 

L'équation du plan a donc la même forme que l'équa- 
tion (3) dun'» 57. 
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Remarques. — I. Si Téquation d'un plan est Bdx = A- 
(une constante) y d est un vecteur perpendiculaire au 
plan. 

IL Lorsque le plan passe par l'origine, Téquation (i) 
devient évidemment 

5dx = o, 

D représentant alors un vecteur fini quelconque de di- 
rection perpendiculaire au plan. 

IIL En appelant p un vecteur quelconque situé dans 
le plan ou parallèle au plan, on a 

Sdp :=2 o. 

60. Supposons le plan donné par trois de ses points 
A, B, C. Alors, X étant un quelconque des points du 
plan, les trois vecteurs AX, BX, CX sont coplanaîres; 
et, par suite (51), 

6(x — a)(x — b)(x — c)r=:0. 

En développant le produit, on reconnaît que cette 
équation peut s'écrire 

6x ( AB H- BG ^- CA ) = 0ABC 

ou encore 

(2) Sx(tlAB -\- bBC 4- Uca) rrz0ABC. 

En comparant avec l'équation (i), on voit que 

tlAB+ tosG + ticA 

est perpendiculaire au plan, et que le vecteur perpendi- 
culaire issu de l'origine est, en grandeur et en direction, 

6ABc(tlAB -4- t>BC 4- tlCA)-^ 
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On peut encore (14) mettre Téquation d'un plan, 
passant par trois points donnés, sous la forme 

(3) Xt=rfA ^- «B+ fC, 

les indéterminées ty w, v satisfaisant à la condition 

61 . L'équation d'un plan passai) t par un point donné A 
et perpendiculaire à une droite donnée d est (.59) de la 
forme 

£iDX =: X. 

Mais, puisque le plan passe par Â, on a 

ÔDArzz/, 

d*oii, par soustraction,. 

6d(x — a) z=zO 
ou 

(4) Sdx — 6da. 

62. Supposons que le plan passe par un point donné Â 
et soit parallèle à deux droites données b etsi. Joi- 
gnons AX; les trois vecteurs x — a,b,B| sont copla- 
naires. Donc l'équation est 

(5) J6i(x— AJBBir^O OU 6 (x — a) UbBi r=: O. 

On peut encore l'écrire 

(6) Xr=: A -T- JTB H- .riBi. 

63. Soit qu'on demande l'équation d'un plan passant 
par deux points donnés A, B, et perpendiculaire à un 
plan donné dont l'équation estons = A^. 

Les trois vecteurs x — a, a — b et d sont coplanaires, 



I 
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X étant un point quelconque du plan donné. Donc 

5(x — a)(a-- b)d = o 
ou 

(7) Ôx(a — b)d = o 

est Téquation cherchée. 

Perpendiculaire abaissée d*nn point sur une droite 
ou snr nn plan. 

64. Soit qu'on abaisse de Forigine une perpendicu- 
laire sur la droite [55 (i)]; D étant le pied de cette per- 
pendiculaire, nous avons 







D=: 


k-h xc et 


Sdc = 


= 0. 


Donc, 


opérant par 


^.cX, 












— i0CA 4- 


xc\ 




d'où 
















X =: — 


Bck 


= A- 


c 



Quant à la longueur de cette perpendiculaire, nous 
l'aurons en opérant par 6 . d X sur l'équation de la droite, 
ce qui donnera 

d' — j6iAD ou — [€d)*z=3Q:d.5aUd, 

d'où 

(1) €Dr^-0AllD. 

65. Pour la perpendiculaire abaissée de l'origine sur 
un plan, on a toujours, avec l'une quelconque des formes 
précédentes, la direction de la perpendiculaire, et la lon- 
gueur sera donnée par la formule (i) ci-dessus, a étant 
le vecteur d'un point quelconque du plan. 
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66. Pour résoudre le même problème par rapport à un 
point quelconque P au lieu de Torigine, il suffira évi- 
demment, dans les résultats, de remplacer le vecteur de 
chaque point, m par exemple, par m — p. Ainsi la lon- 
gueur de la perpendiculaire abaissée du point P sur un 
plan sera 

-j6i(A-p)ttD=0(p-A)ttD. 

Par exemple, l'équation d'un plan étant donnée sous 
la forme 6dx = /r, le point - appartient à ce plan, et la 
distance du point P au même plan sera 

6^P-^^«D ou ^(5pd-X). 

Perpendiculaire commune à deux droites. 

67. Soient 

X=:A-hXB, Xj = Al -h J"i Bj 

les équations de deux droites, et PPi la perpendiculaire 
commune. Cette perpendiculaire aura même direction 
que t^BBi (58). Donc 

p — Pi = A — Al 4-XB — XiBi= y^BB^, 

Opérant par 5 . bb < X , 

i0.BBi(A — Aj) =76(bBiUbBi) =z=^{tlBBi)'; 

de là 

^ 0.BBi(a— A,) 
P-Pl=:jbBBi= ^^ 

Ce vecteur p — Pi étant ainsi complètement déter- 
miné et égal à d, par exemple, il vient 

A — Ai.-hXB — XiB^z=ZD, 



ri=A|-t- jr— »!. 
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^ , . 1|.b{a — A.— d) 

Opérant par u . b X, on trouve Xt = —n > 

et 

1|.b(a — Al — d) 

De même 

IIbbi 

La perpendiculaire commune se trouve donc déter- 
minée par ses deux extrémités. 



Intersection de deux plant. 

68. Soient deux plans passant par l'origine et ajant 
pour équationsBAx = o, j5bx = o. L'intersection passe 
par l'origine et elle est à la fois perpendiculaire aux 
deux vecteurs a, b. L'équation de cette intersection est 
donc 

X r:-^ IIaB. 

69. Soient maintenant deux plans quelconques ayant 
pour équations 

(1) ÔAXT-:a, 

(2) $BXz=b. 

L'inlersectiona toujours pourdirection tlAs, et il suffit, 
par conséquent, d'en déterminer un point quelconque. 
Soit x=uA-|-^'B le vecteur de ce point. Opérant par 
6 . A X, puis par S! . b X, nous aurons 

rtr=z aA'+ p6ab, b r- pb^ -h uSab; 
de là 

bSAB — <2b' rt0AB — ^A* 



(6ab)*-a'b«' ~ (6ab)*-a»b' 
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ou [39,(7)] 

"^ (tiAB)« ' "^~~l^^~' 

Les coefficients u et p» étant connus, Téquation de 
l'intersection sera 

(3) X 3= «A -f- «^B -4- jcb AB. 

Remarques. — I. Le vecteur ma-H^'b représente la 
perpendiculaire abaissée de l'origine sur Tinlersection 
des deux plans. 

IL L'équation d'un plan passant par l'origine et per- 
pendiculaire à l'intersection est 

Sxb AB nr O OU 0X AB == O. 

IIL L'équation d'un plan passant par l'origine et par 
l'intersection des deux plans (i) et (2) s'obtiendrait en 
. écrivant 



i^-ï) 



; O. 



En effet, cette équation est celle d'un plan passant par 
l'origine, et, si l'on y prend x tel que Bax = a^ il s'ensuit 
Sbx— b. 



EXERCICES. 

22. Lieu des milieux des droites se terminant à deux droites 
données. 

Si X = A 4- ^B, Xi :rz Aj -i- jrjBi sout les équatious des deux 

droites (55), le milieu y de XX j sera donné par «Donc 

A H- At X Xa 

Yr= f--BH Bj, 

2 2 2 
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équation d'un plan [62, (6]] parallèle à b et b^. Le lieu cherche 
est donc un plan . 

Remabqoe. — Si l'on avait B| || b, Téquation ne contiendrait 
plus qu'un coefficient indéterminé, et le lieu cherché serait, non 
plus un plan, mais une droite. 

23. Lieu des milieux des droites de longueur donnée^ se ter- 
minant h deux droites données. 

Prenons pour origine le milieu de la perpendiculaire com- 
mune, et soient A, Aj les extrémités de cette perpendiculaire. 

Alors X = A -+-'xB, Xi= — A + a?i Bj, et l'on a de plus S ab = o, 
j^ABj rr= o. Le vcctcur du milieu de XX i est 

Y— 1(j:b-4- J-iBi). 
Delà 

(1) 0AY— o, 

(2) 26BY-- — JT-hXiÔBB,, 

(3) ^BjY r=:X0BBi — -^1' • 

en supposant que nous ayons pris pour b, Bi des vecteurs uni- 
taires. 

De plus, Q^(x ■— Xj ) rr: €^(2 A -i- xB — j:, Bi ) rrr Ar, et, en éle- 
vant au carré, 

(4) 4'^' "^ •^**' — •^1*1 — ^ a'J'i0BB. = — k'. 

Si Ton résout les équations (2), (3) par rapport à x^x^ et si 
Ton porte ces valeurs dans l'équation { 4 ) ï on aura une équa- 
tion du second degré renfermant y. Nous verrons plus loin que 
les équations de cette forme représentent des surfaces du second 
ordre. 

Le point y étant situé en outre dans le plan que représente 
l'équation (i), le lieu sera Fintersection d'un plan et d'une sur- 
face du second ordre, c'est-à-dire une conique. Par la nature 
même de l'énoncé, cette conique ne peut s'étendre à l'infini; 
c'est, par conséquent, une ellipse. 
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24-. Lieu d*un point tel que le rapport de ses dis tances à un 
point fi.re et à une droite fixe soit constant. 

Soient O le point fixe (pris pour origine ) , OA une perpendi- 
culaire à lii droite, b un vecteur unitaire suivant cette droite, 
X un point du lieu, XQ la distance du pointXàla droite. Nous 
avons 

XQ = y — X :_: V -h JB — X — .l'\. 

Opérant par 5 . a X, cela nous donne 

A- — $AX =: .r A-, 

. €:x 

car JÔAii -- o. Mais la conililion du pi*<>l>>lènie^— -- ^=z k est ex- 
primée par 

On a donc 

A^V«:z:rX*(A«— Sax)S 

otjuation d'une surface du second ordre. 

CoROLLAiRK. — En coupaut cette surface par un plan, on a 
le même lieu géométrique, restreint à ce plan. C'est donc une 
conique. 

25. Un plan mobile détache d'un trièdrc tri rectangle un té^ 
traèdre de volume constant. Trouver le lieu du pied de la hau- 
teur de ce tétraèdre, abaissée du sommet du trièdre. 

Soient «iii, ajij, «3I3 les vecteurs des points d'intersection 
du plan mobile avec les trois arêtes. Alors k^Kj^s^^j ^^^ 
constante. Si X est le pied de la hauteur, nous avons 

Sa(x — «iii; = 0, 
d'où 

x^ =. «iSxij, 
et de même 

x'ri^ajSxij, X'::::: a^Sxij. 
L. — QinUcriiions. C> 
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Multipliant ces trois équations, 

x*= X-5xi|Sxijôxi3, 

équation du lieu cherché. 

En appelant .r|, x^, x, les coordonnées du point X, on peut 
encore écrire ( 53 ) sous forme ordinaire 

26. Un plan mené par tes milieux de deux arêtes opposées 
d*un tétraèdre le divise en deux parties équivalentes. 

Soient [fig. 2 1 ) OABG le tétraèdre, L, M les milieux de OA 

Fig. 21. 




et de BC ; nous avons 

( i ) vol (OCLMNP) ^ vol (OLNP) -h vol (OPNM) 4- vol (OMCP) . 
Posons OA zzi A, OB = b, OC — c. Alors 

B -f- c 



OL=L= > 0M = M: 
2 



Soit ON rzr K = ^ B le point où le plan sécant rencontre 
Tarête OB. Alors Téquation de ce plan sera 

/ \ A B -l-- c ^ 

[1] X r= JTL -h JM-4- 3W =X hr h ^AB, 

2 2 

avec la condition 

(3) 



X '^y -\- 3=1, 
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Le |>oiiit P appartenant à ce plan et à la droite AC, nous 



avons 

A B -h c 



¥ = c -\- u{x — c] ^^ JC - -{- j- h Zlhf 

^ ' 1 11 



d'où 



fil h2A = 0, «=-» I — «==:-• 

'^2 12, 

Résolvant les équations (3), (4) par rapport à .r, v, 3, u^ on 
a, pour «, M =^ 1 — ).. Ainsi les vecteurs l, w, m, p sont respec- 
tivement 

A ■ B -hC . , / .V 

-5 /B, î /C-l-ll— A A. 

'2 1 

Donc 

bLXP-- — bABC, bPAM^i:^- — ^ SabC, 

2 2 

• 

S Mcp =^ 5 abc , 

2 

et, par addition, 

ÔLNP + 6pnm 4- 6 MCP =1 ^Sabc; 

ce qui démontre, d'après la formule (i), la propriété énoncée. 

Cobollaire. — La relation \ -^ uj=zi nous donne la propriété 
ON CP_ 
OB "^ CÂ ~ * 

27. Si Von élè\*e sur chacune des faces d* un tétraèdre, soit ex* 
térieurement^ soit intérieurement, des perpendiculaires pmpor- 
tionnelles aux aires de ces faces, la somme des vecteurs ainsi 
obtenus est nulle ; autrement dit, ces perpendiculaires, convena- 
blement transportées parallèlement à elles-mêmes, formeront un 
quadrilatère fermé. 

Soit en effet OABG le tétraèdre; élevons 
OA^Ubcitza', OB' = IIca=:b', OC— Uab=o' 



- 84 - 

et enfin 

OD'-^U AC.AB):^tî(c-A; b-a;^-.d'. 
Nous avons 

u'::^UcB-UtA-UABn:. - ( a' -f b'H-c'). 

Donc 

a'+ b'h- c'-f- i)'=r G. 

CoROLLAiBE. — Cc llléorème peut être étendu a un polyèdre 
quelconque, car ce polyèdre est toujours décomposable en té- 
traèdres, et, quant aux faces communes à deux tétraèdres, elles 
donneront lieu ii deux vecteurs égaux et opposés, puisque Ton 
doit élever toujours les perpendiculaires, soit à l'extérieur, soit 
à l'intérieur. 

On peut donc dire, sous une forme assez concise ; La somme 
vectorielle île toutes les faces d'un polyèdre est identiquement 
nulle. 

Remarque. — Le tétraèdre O A'B'C construit ci-dessus peut 
être appelé, d'après M. Genty, tétmèibe dérivé àa premier. 



EXERCICES PROPOSES SUR LE CHAPITRE IIL 

1. Trouver le lieu des milieux des droites se terminant à deux 
droites données et parallèles à un plan donné. 

2. Une droite mobile se termine à deux droites fixes. Trouver 
le lieu du point qui divise cette droite mobile dans un rapport 
donné. 

3. Une droite terminée à deux droites fixes se meut en res- 
tant constamment parallèle à un même plan. Trouver le lieu du 
j)oint qui la divise dans un rapport constant. 
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4. Ëqùutioii du lieu d*un point mobile dont les distances à 
deux droites données sont dans un rapport donné. 

5. On donne un point fixe P et deux droites fixes : lieu d'un 
point X tel que la somme des projections de PX sur les deux 
droites données soit constante. 

6. Si la somme des perpendiculaii-es abaissées du point A sur 
deux plans donnés est la même que la somme des perpendicu- 
laires abaissées du point B, cette somme sera constante pour 
tout point de la droite AB. 

7. Si la somme des perpendiculaires sur deux plans donnés, 
abaissées des points A, B, C (non en ligne droite), est la même, 
cette somme sera constante pour tout point du plan ABC. 

8. On donne un angle solide à quatre faces : par un point 
donné sur l'une des arêtes, mener un plan tel que la section soit 
u n para ll(*l ogra m me . 

9. Par chaque arête d'un trièdre, on mène un plan perpen- 
diculaire à la face opposée. Démontrer que ces trois plans se 
coupent suivant une même droite. 

10. OABC est un trièdre trirectangle ; OD est la perpendicu- 
laire abaissée du sommet sur le plan ABC, Démontrer que 
aireAOB est moyenne proportionnelle entre aireACB et 
aireADB. 

11. Trouver l'équation d'un plan passant par un point donné 
et formant des angles égaux avec trois directions données. Don- 
ner la valeur commune de ces angles. 

12. Déterminer le point d'intersection des trois plans 0ax = «r, 

Sbx:= 6, 0CX ^=^0, 

13. Déterminer l'aire du triangle ayant ses sommets en trois 
I)oints donnés. 
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14. Déterminer la condition pour que trois plans se cou])ent 
suivant une même droite. 

15. Déterminer la condition pour que quatre plans se coupent 
en un même point. 

16. Exprimer le volume du tétraèdre compris entre quatre 
plans donnés. (Genty.) 

17. Etant données les arêtes d'un tétraèdre, déterminer les 
arêtes du tétraèdre dérivé. (Gkhty.) 

i8. Connaissant un tétraèdre, déterminer les aires des faces 
du tétraèdre dérivé. (Gf.nty.) 

19. Trouver la relation entre le volume d'un tétraèdre et celui 
du tétraèdre dérivé. (Genty.) 

20. Par un point fixe M, h l'intérieur d'un trièdre de som- 
met Oy on mène un plan coupant les arêtes en A, B, G. Soient 
Vi,Va, V, les volumes des trois tétraèdres MOAB, MOBC, 
MOCA; V celui du tétraèdre OABC. Démontrer que le rapport 

V 

. est constant, quel que soit le plan sécant. 

V'ViVgVj (Genty.) 

21. Soient donnés un tétraèdre quelconque ABCD et un point 
intérieur O tel que les droites OA, OB, OC forment un trièdre 
trirectangle ; on prolonge les droites OA, OB, OC, OD jusqu'aux 
points A',B',C', D', où elles coupent les faces opposées; on a 



(^OA "^ 0A7 \0B "^ OB'j \0C "^ OC ) 



{■ 



OD "^ OD'j 
[Mannhf.im.' 
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23. Les données restant les mêmes, on mène par le point O 
des plans parallèles aux faces du tétraèdre; ces plans déter- 
minent dans chaque trièdre des parallélépipèdes dont nous dési- 
gnons les volumes par P<,, P4, Pc, Prf. On a 

/0A\* /0B\« /0C\* /0D\« 

( Gbitty. ) 
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CHAPITRE IV. 

LK CERCLE ET LA SPHÈRE. 



Ëcpiations de la circonférence et de la sphère. 

70. Si X est un point quelconque d'une circonférence 
dont le rayon est a et dont le centre est C, l'équation de 
celte circonférence peut s'exprimer par îCX=:a ou, 
en prenant le centre pour origine, 

(i) . x»=. -«^ 

Si Torigine O est quelconque, nous avons, en posant 
OX=r:X, OC = c, 

(?.) [\ — v.]^=i — n^ ou x*— 7.ÔCX — r-— «-, 

c représentant le module de c. 

Lorsque l'origine est sur la circonférence, l'équation 
prend la forme particulière 

(3) X--26CX— o. 

Ces trois formes de l'équation de la circonférence 
s'appliquent également à la sphère, si Ton suppose les 
vecteurs quelconques dans l'espace, et non plus copla- 
naires. 

71. La forme (3) de l'équation, pouvant s'écrire 

5x(x — 2C) zzz o. 
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montre que x el x — 2C sont perpendiculaires, c'est- 
à-dire que l'angle dont les côtés passent par les extré- 
mités d'un diamètre et dont le sommet est sur la cir- 
conférence (ou la sphère) est un angle droit. 
La formule générale (2) peut s'écrire 

Z\^-\- ?.tx.S(cUx) -f- r:-— fl-:z=: o. 

Donc, pour chaque valeur de Ux, î^x prend deux valeurs 
dont le produit este- — a-, propriété bien connue, pour 
le cercle comme pour la sphère. 

Si deux circonférences (ou deux sphères) passent par 
un même point X, nous aurons, en retranchant les deux 
équations Tune de l'autre, 

26x(c — c') =: c'-— C--1- a^— a'- y 

équation d'une droite ou d'un plan. 

De même, pour un autre point d'inlersection Y, 

20 y(c — c' ) -- 6-'2 — r* -h fi'- — a\ 

et, par soustraction, 

6(x — y)(c — c'j --0, 

ce qui montre que la corde (ou le plan) d'intersection 
est perpendiculaire à la ligne des centres. 

Si les deux circonférences ne se coupent pas, la corde 
d'intersection devient l'axe radical. 

Tangente et plan tangent. 

72. La tangente au cercle (ou le plan tangent à la 
sphère), étant perpendiculaire au rayon qui aboutit au 
point de contact, aura pour équation, en prenant l'ori- 
gine au centre et appelant t le vecteur d'un point quel- 
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conque delà tangente (ou du plan tangent), 

5x(t — x) = o, 
c'est-à-dire, d'après l'équation (i), 

(4) 0TXr=-rt«. 

Il n'est pas nécessaire, d'ailleurs, de supposer connue 
à l'avance la propriété de la tangente, car on peut l'éta- 
blir en remarquant que, si x, x' sont deux vecteurs de la 
circonférence, l'équation (i) nous donne 

X*— x'*=o ou 0(x — x')(x + x') — o, 

ce qui montre que la ligne joignant le centre au milieu 
d'une corde est perpendiculaire à cette corde, et, comme 
limite, que le rayon aboutissant au point de contact est 
perpendiculaire à la tangente (ou au plan tangent). 

73. Soit B un point extérieur à la circonférence, par 
lequel on mène une tangente; b étant le vecteur de B, 
rapporté au centre, et x celui du point de contact, 
l'équation de la tangente sera 0tx = — a^. Mais, puis- 
qu'elle passe par le point B, on a 5bx = — a^, et, si 
dans cette équation nous remplaçons x, pour éviter toute 
confusion, par un vecteur courant y, nous aurons 

équation d'uniî droite perpendiculaire à b et passant par 
les points de contact des deux tangentes issues du 
point B. 

Pour la sphère, il est évident que l'équation (5) re- 
présente le plan des contacts. Il y a ici une infinité de 
plans tangents passant par le point B. 

Remarque. — Si nous donnons à y la même direction 
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que celle de b, et si nous appelons D le point ainsi ob- 
tenu, pîed de la perpendiculaire abaissée du centre sur 
la corde (ou le plan) des contacts, nous aurons 

aussi bien pour la sphère que pour la corde. 



EXERCICES. 

28. Trouve?' la transformée par inversion d'une droite ou 
d'un plan. 

Soient Sax r=r — «' Téquation d'un plan et ^ le paramètre 
d'inversion, l'origine étant prise pour pôle. Alors y=-j 
d'où, substituant et opérant par y* >^, 

-Say = y*. 



On reconnaît ici la forme (3) du n" 70, car il suffît, pour 

l'obtenir, de poser a r:^ a'. 

La transformée cherchée est donc une circonférence, ou une 
sphère, passant par le pôle. 

Remarques, — I. L'équation d'une droite pouvant s'écrire 
sous la forme x r= a H-xb, on voit que l'équation y = (a + .tb)-^ 
représente une circonférence passant par l'origine ; si a, b sont 
perpendiculaires, b est un vecteur tangent à la circonférence. 

On peut encore écrire y-' = a + .tb, d'où 

bB(Y-*— a) —O, 

€*quation vectorielle de la circonférence. 
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II. De même, Téquation d'un plan étant x =:= a -f- .rn 4- j <:, 
celle d'nne sphère |>assant par l'origine peut s'écrire 

Y r— ,'a -]~ .r si -\- j- c] "* 
ou encore 

6Bcf \~* — a1 :— O, 

équation réelle de la sphère. 

29. Si trois cercles donnés sont coupés par un quatrième cercle 
arbitraire^ les tmis cordes d'intersection formeront un triangle 
ayant pour lieux de ses sommets trois droites qui se rencontrent 
en un même point. 

Soient Ai,A{, a, les vecteurs des centres des trois cercles 
donnes; rj, t-j, r^ leurs rayons; u le vecteur du centre du cercle 
variable, s son rayon. Les équations des trois cordes d'intersec- 
tion seront (71) 

?.6x (u - A, ) = aj - u^ -f- s'- - rî 
?. Sx ( u — A2 } — aï — u- -{- .V* — ri , 
2 X ( u — A3 ) = aj — u- -h s- — r] . 

L'intersection des deux premières satisfera à la relation 

26x(ai — A,) -— r] — ri — aj -f- a*, 

qui représente une droite perpendiculaire à la ligne des 
centres Ai Ai. 

Cette droite est donc le lieu de l'intersection. 

De même, nous avons, pour le lieu du deuxième sommet du 
triangle, 

2Sx ( A2 — A3) =: ri — r] — a^ -f- a*, 

et, pour le troisième sommet, 

'zôxlAa— Al)"/-* —r\ — a^-HaJ. 

Comme l'une quelconque de ces trois équations se déduit 
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évidemment des deux autres, on voit que les trois droites se 
coupent en un même point. C'est le centre radical des trois 
cercles donnés. 

30. Soit ABCD un parallëlograiYime ; une circonférence pas- 
sant par k coupe klà, AQ et la diagonale AD en F, G, Il res- 
pectivement. Démontrer que 

grAD.grAH — grAB.grAF -f- grAC.gr AG. 

Effectivement, en vertu de la forme ( 3 ) de l'équation de la 
circonférence, nous aurons 

en appelant u le vecteur du centre. 

Mais F =z .rB, g ^^ jc, h zrr zd, de sorte qu'on a 

FB==:2 5iun, GG=:i2 6uC, HDz=2 5ui>, 

et par conséquent 

FB H- GC --^ HD, 

car D r:^ B -f- c, puisquc ABDC est un parallélogramme. 

s 

Corollaire — fb -f- gc -h hd :=: 4 ^un. 

Si AU, AD sont perpendiculaires, h s'annule, et il reste 

FB -i- GC 1= o. 

Si AU, AD ont même direction, h =- ou, et Ton retombe sur 
l'équation fb -f- gc =: hd. 

31 . Toute section d^une sphère par un plan est un cercle. 

Prenons le centi-e pour origine; soient a le rayon de la sphère 
etBle vecteur abaissé du centre perpendiculairement sur le plan 
sécant. L'équation de la sphère est x* = — «' ; celle du plan 
sécant, Sb(x — b) = o. Posons x — b r=. y. Alors 

\*-4- B* -f 2J!3BY = — «* ou \*=b* — a^y 
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équation d'une circonférence. La circonférence n*est réelle que 
pour «*> b*. 

32. Trouver l'intersection de deux sphères. 

Soient x* — 2 5ax 1=::: A-, x* — 26bx ^^ / les équations des 
deux sphères. On a par soustraction 

26(a— b)x==/ — /, 

équation d'un plan. L'intersection , en vertu de l'exercice pré- 
cédent, est donc un cercle. 

On doit rapprocher ce résultat de la remarque déjà faite au 
n«71. 

33. En trois points A, B, C d'une circonférence on mène des 
tangentes; les tangentes en B et C se rencontrent au point D, 
les tangentes en Cet A au point E, et les tangentes en A etB au 
point F. Les tmis droites AD, BE. CF se couperont en un même 
point. 

Prenons pour origine le centre O de la circonférence, et dé- 
signons par A, B, . . . les vecteurs OA, OB, .... Nous aurons 
tout d'abord, d'après la forme de Téquation de la tangente, 

JSaE = SaF =: 0BF = 5bo i— ScD z=z 6cE = — «*, 

a étant la longueur du rayon. 

Cela posé, Téquation de la droite AD est 

X m j:a -f- (i — x)u. 

Opérant successivement par S . b X et 6 . c X » en tenant compte 
des relations ci- dessus, 

.JSbx =r. x5ab -h [x — i)«*, 
5cx m 070 AC H- [x — I ) a*. 

Éliminant x entre ces deux relations, nous avons sous une 
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autre forme rëquatioii de la droite AD, c'est-à-dire 

SbX.0CA — 0GX.JSaB — a*6(B — C)X = «*Sa(b — C;. 

De même, par raison de symétrie, on aurait, pour les équa- 
tions des droites BE et CF, 

5gx.5ab — ^AXÔBC — rt'0(c — a)x = a^$h[c — a), 
JSax.^bc — 6bx6ca— fl*S(A — b)x ~a*£ic(A— b], 

et, comme ces trois équations ajoutées entre elles donnent une 
identité, chacune d'elles est une conséquence des deux autres, 
c'est-à-dire que les trois droites AD, BE, CF se coupent en un 
même point. 

Polaires. 

74. En prenant pour origine le centre de la sphère, 
nous avons vu (72) que réquation de la corde des con- 
tacts des tangentes menées par le point extérieur B 
{/îg> 22) est Sbx= — a^. 




Il est facile de reconnaître que, si Ton mène des sé- 
cantes par ce point B, puis les tangentes aux points d'in- 
tersection, les couples de tangentes se couperont préci- 
sément sur la corde des contacts. Car soient BDE Tune de 
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ces sécanles et H le point de renconlre des tangentes en 
D et en E. 

Alors B appartient à la corde des contacts correspon- 
dant à H, laquelle a pour équation 6hy = — a^, et, par 
conséquent, on a 

6hb zi^ — a-j 

ce qui montre bien que le point H appartient à la corde 
des contacts répondant à B. 

Cette définition nouvelle ne suppose plus que le 
point B soit extérieur; elle peut donc s'étendre à un 
point quelconque du plan, et la droite ainsi obtenue est 
dite \di polaire du point B, qui, réciproquement, est le 
pôle de la droite. 

Il est évident que la polaire est perpendiculaire à la 
droite qui joint le pôle au centre du cercle. 

Réciproquement, si par les divers points d'une droite 
on mène des couples de tangentes, toutes les cordes des 
contacts iront passer par le même point. 

On le reconnaît immédiatement en mettant l'équa- 
tion de la droite sous la forme 6kx = — a^, 

75. On peut reconnaître que toute sécante issue d'un 
pôle B est divisée harmoniquement par la polaire et par 
la circonférence. Pour cela, prenons pour origine le 
point B; l'équation delà polaire devient 6 c(x — c) =a-, 
et, si nous la coupons par la droite de direction u (u étant 
un vecteur unitaire), le point f nous sera donné par la 
relation 

6 CI- z=z a^ — c* ou ( $ci: =z a- — c*. 

Maintenant, Téquation de la circonférence est 
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et, en la coupant par la même sécante, 

x'u* — 2x6cc = 6-' — a^ 
ou 

a* H- 2XÔCU -4-c* — c^z=zo. 

En appelant d, e les deux racines de cette équation 
(longueurs de BD et de BE), nous avons 



I I :>.6cu 






d e cr' — a* f 

d'après la relation précédente en f. La propriété en ques- 
tion est donc démontrée. On pourrait également, si on 
le jugeait bon, la prendre pour définition des polaires. 

76. Il serait facile d'étendre ces considérations à la 
sphère et d'établir ainsi la théorie des pôles et plans po- 
laires et des droites polaires. Les calculs seraient iden- 
tiquement les mêmes que ceux qui viennent d'être em- 
ployés. Il suffirait de faire disparaître la restriction que 
toutes les figures sont dans un même plan. 

On verrait ainsi qu'à tout point pris comme pôle ré- 
pond un plan polaire; que, lorsque le pôle parcourt une 
droite quelconque, tous les plans polaires correspondants 
se coupent suivant une droite perpendiculaire à la pre- 
mière et réciproquement; que ces deux droites jouissent 
de propriétés absolument réciproques l'une de l'autre ; 
que, l'une étant extérieure à la sphère, l'autre coupe tou- 
jours la sphère, etc. Mais nous nous bornons, pour 
abréger, à ces indications générales, qui pourront fournir 
au lecteur matière à d'utiles exercices. 



L. — QuaternioM, 
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EXERCICES. 

34. Si l'on mène des tangentes aux sommets d'un triangle 
ABC inscrit dans un cercle, les intersections V,QyK de ces tan- 
gentes avec les cStés opposés sont en ligne droite. 

Cette propriété pourrait s'établir sans peine, comme réci- 
proque de celle de l'exercice 33, par les propriétés des polaires. 
Nous la démontrerons ici par un calcul direct. 

Nous avons 

P Z= A H- xAP = j-B 4- (i— 7)c. 

Opérant par 6. a X, et remarquant que AP est tangente au 
cercle, il vient 

^« ^ / \é* i«. .0a(a — c) 

BA»=rjBAB+(l-7)^AC, d'où j rrr __— j . 

Donc 

pBa(b— c) = b6a(a— c) — c0a(a — b). 

On a de même 

q0b[c — a) -- c6b(^b — a) — a5b(b — c), 

RJ6c(a — B)r:=A0c(c — b) — b5c(c — a). 

De là, par addition, une relation de la forme 

/? H- (y -f- /• étant nul . Donc (13) les points F, Q, R sont en ligne 
droite. 

On tBtabl irait sans peine une propriété analogue pour la 
sphère . 

PO 
CoEOLLAiHE. — Le rapport ^ est donné par 

r Bac — Bbc 

q 6ab — j6bc 



ou 
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cos'2B — COS2A smG sinfB — A] 

ou encore -:— — . ;,, f« 

cos2G^-cos2A smB sm[C — A) 



35. Un cercle est coupé par une infinité d'autres dont les 
circonférences passent par deux points fixes. Démontrer que les 
cordes communes passent toutes par un même point. 



Soient 
et 



X*=—€P 



(x-c)' = 



les équations de la circonférence fixe et de la circonférence va- 
riable. 

Soient en outre A , B {fig. 23 ) les deux points fixes piir les- 

Fig. 23. 




quels passe la circonférence variable. 

L'équation de la corde commune PQ, obtenue par soustraction 
au mo^en des équations (i), (2) est 



a0cx — r*— c' — ^. 
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Coupons-la par la droite AB. Pour cela, nous remplacerons x 

par x A -f- ( I — .r ) B, d'où 

iSc[xk -f- (i — .r)B] r= H— c*— d^. 
Mais, A et B satisfaisant à Téquation ( 2 ] , on a 

25cA=r* — a* — c*, aScBmr* — b* — c*, 
et, par substitution, 

.r(b*- a*) -f- /*- b*^ c*=:/^- c«- d^, 

b« - a* 

Donc, .r étant constant, le point R est fixe. Le rapport 

RA .r— I a'— éP , - ,, . X , . , 

-7— r= = r-: r-. est égal, comme 1 on voit, a celui des 

KB X b' — d* 

carrés des tangentes AT, BU menées des points A, B au cercle 

fixe, si ces points sont extérieurs. Dans tous les cas, l'interpré- 

t.ition géométrique est extrêmement facile. 

36. D'un point donné on abaisse des perpendiculaires sur 
tous les plans tangents à une sphère, Tmuver l'équation du lieu 
des pieds de ces perpendiculaires» 

Soient A le point donné, X le pied de la perpendiculaire, 
P le point de contact du plan tangent. On a 

(1) p^.-^_-a». 

( 2 ) S px z= — rt* , 

et, AX étant parallèle à p, 

(3) X ~ A =: JTP. 

Opérant sur ( 3) par S.x X, on a, en vertu de (2), 

(4) 
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Élevant ( 3 ) au carré, 

(5) (x-a)^=-«*xS 

d'où, par élimination de x entre (4 ) et (5), 

(x*-JÔAx)*=-a«(x -.%)«. 

Telle est l'équation du lieu cherché. 

37. Si trois sphères se coupent deux à deux y les trois plans 
d* intersection passent par une même droite. 

Car, si a, b, c sont les vecteurs des centres, les équations des 
trois sphères sont de la forme 

x' — :i5AX r= rt, X* — 2SbX=:^, X^ — 2 6cX nn c*, 

et les équations des plans d'intersection 

Ô(a — b)x=:^ — r/, 

5(b — c)x =r C — Z>, 

6(c — a)x = rt — c. 

L'une quelconque de ces trois équations étant une consé- 
quence des deux autres, on voit que les trois plans passent paj- 
une même droite. C'est Taxe radical des trois sphères. 

38. Trouver le lieu géométrique d* un point tel que le rapport 
de ses distances à deux points donnés soit constant. 

Soient A, B les deux points, /• le rapport donné. Nous avons 

"T^ — ''y 



X*— 2ÔAX-+-A*zr=/*(x'— 2ÔBX -i-B*), 

(,_/2)x2— 25(a— /«BJxma*— /«b*, 

équation d'une sphère. 
Si l'on place l'origine en b, l'équation prend la forme pli^?s 
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simple 

39. Trouver le lieu géométrique d'un point tel que la somme 
des carrés de ses distances à plusieurs points donnés ait une va- 
leur donnée. 

Soient X le point variable, a^, a,, . . . , A;, les vecteurs des 
points donnes et/* la somme donnée. Alors 

(x-Aj)«4-(x-A,)«-h...+ (x~A„)*=::-/*, 

c'est-à-dire 

/IX*— 2J6ix2A-|-2A'=r — /*, 

h¥)"=(T)'-^(— ). 

équation d'une sphère ayant pour centre le point moyen des 
points A . Si Ton transporte l'origine en ce point, on a 

x*= -- (2a' -H /«)=--(/'- 2a*). 
n ' n^ ' 

La sphère est réelle pour /*> 2a' . Si /*= 2a*, elle se réduit 
à un point. 

Dans le plan, le même problème conduit évidemment à une 
circonférence au lieu d'une sphère. 

EXERCICES PROPOSÉS SUR LE CHAPITRE IV. 

1 . On mène dans un plan des droites par un point fixe . 
Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées sur ces 
droites d'un autre point fixe. 

2. ARest un diamètre d'un cercle, PQ une corde parallèle 
à AR, M un point quelconque pris sur AR. Démontrer qu'en 
grandeur on a 

MP*^-MQ*z=MA«-rMR^ 
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3. Si deux cercles se coupent et si par l'un des points de 
rencontre on mène les diamètres des deux cercles, les extrémités 
opposées de ces diamètres et le second point de rencontre sont 
en ligne droite. 

4. Le lieu des points d'où l'on voit deux cercles inégaux sous 
des angles égaux est une circonférence . 

5. Une droite se meut dans un plan de telle sorte, que la 
somme des perpendiculaires abaissées sur cette droite de deux 
points donnés est constante. Trouver le lieu géométrique du 
milieu de la dislance entre les pieds de ces perpendiculaires . 

6. 0, 0' sont les centres de deux circonférences, dont la se- 
conde passe par le point O; par un point commun A aux deux 
circonférences, on mène la droite AO', qui coupe les deux cir- 
conférences en G et D. Démontrer que 

AC.AD=ii2A0«. 

7. Ay B, G étant trois points d'une circonférence, démontrer 
que )3(AB.BG.GA} est un vecteur parallèle à la tangente en A. 

8. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées 
d'un point donné sur tous les plans passant par un autre point 
donné. 

9. Démontrer que la transformée par inversion d'une sphère 
est aussi une sphère, quel que soit le pôle de transformation. 

10. Une sphère touche deux droites données qui ne se ren- 
contrent pas. Trouver l'équation du lieu de son centre. 

11. Étant donné un tétraèdre ABGD, circonscrire une sphère 
h ce tétraèdre. 

12. Étant donné un tétraèdre, inscrire une sphère dans ce 
tétraèdre. 

13. Déterminer une sphère tangente à quatre sphères données. 
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CHAPITRE V. 

DIFFÉRENTIATION DES QUATERNIONS. 

Différentielles de fonctions de quaternions. 

77. Lorsqu'on soumet au calcul les quanlités com- 
plexes ordinaires, on trouve qu'une fonclion analytique 
d'une variable complexe admet en général une dérivée, 
c'est-à-dire que, z étant la variable, y(z) la fonction et 
dz l'accroissement de la variable, l'accroissement de la 
fonction, réduit à sa partie principale, peut se mettre 
sous la forme f'{z)dz. 

Il n'en est plus de même, comme nous allons le re- 
connaître, lorsqu'il s'agit d'une fonction d'unquaternion 
variable. La variable recevant un accroissement, nous 
pouvons toujours considérer la partie principale de l'ac- 
croissement de la fonction et l'appeler différentielle de 
la fonction ; mais cette différentielle ne peut se mettre 
en général sous la forme d'un produit dont l'un des fac- 
teurs serait l'accroissement (ou la différentielle) de la 
variable indépendante. 

Si X est un qiiaternion variable et T =f(^X) une 
fonction de ce quaternion, nous définirons donc la diffé- 
rentielle ^JTpar la relation 

/i=0 " 

h étant une quantité réelle infiniment petite. 
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Or rf-Faura bien la forme cp(X, dX), mais non pas, en 
général, <f[X).dX ni dX.(^{X). 

78. Pour éclaircir cette notion de l'absence de dé- 
rivée, prenons comme exemple la fonction 

Si nous donnons à X l'accroissement dX, nous avons, 
pour accroissement de la fonction, 

X.dX -hdX,X-h (dxy 

ou, en négligeant le dernier terme, qui est du second 
ordre, 

dr=::X.dX-{'fiX.X, 

expression qui ne peut se mettre sous la forme dX.X' 
sans que X^ dépende à la fois de X et de dX, 
Comme second exemple, soit 



f{X-\-dX]-f[X]-- 



Y. 


-/(A')- 


I 

T 










1 


I 


X-\- dX 


dX 


I 




X-^dX 


K 


— 


XdX A X 









et, en négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs 
au premier. 



^^^^-i'^'^r 



expression qui ne se réduit pas non plus à la forme 
X' .dX ou dX.X'y si ce n'est lorsque X et dX sont co- 
planaires ou bien lorsque dX est réel. 

Cette absence de dérivée d'une fonction de quaternion, 
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d'une manière générale, tient, comme on le voit, à la non- 
commutativité de la multiplication par dX. Aussi y 
a-t-il une dérivée chaque fois que dX est réel. 

Si, en particulier, un quaternion JTest fonction d'une 
variable réelle j?, il y aura toujours une dérivée, qui, en 
général, sera un quaternion. 

79. Si la différentielle dX de la variable se compose 
de deux parties d^X-\- d^X, il est facile de voir qu'on 
aura d.f {X) = d,.f{X)-{^ d,.f{X). En effet, la défi- 
nition (i) de la différentielle nous donne 

_^y^^ f[X + hd,X)-f{X] 
/i=o h 

,. f[X-^hd^X-\-hd^X)—f[X^hd^X) 
-h Iina ; 

^- dj[ X] -+- lim dj[ X-\-hd^ X] 

/t=0 

-^dj[x)-^dj[xY 

On étendrait sans plus de peine ce raisonnement à un 
nombre quelconque d'éléments, au lieu de deux, comme 
nous l'avons supposé. 

Dans le raisonnement qui précède, d^f[X) eid^/[X) 
représententévidemment les différentielles résultant iso- 
lément des accroissements d^X et dfX, 

Différentielle d'une somme. 

80. La définition même de la différentielle (77) nous 
montre que la différentielle d'une somme est égale à la 
somme des différentielles des éléments. Donc, si 

r= u -^y-h . ... 
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Uy Vy, . . étant autant de fonctions de X^ nous aurons 
dY = dU'\-dV-\- 

Bien entendu, la différentielle dX de la variable in- 
dépendante doit rester partout la même. 

Différentielle d'une fonction composée, 

' 81. Soit J^=y( f/, /^, . . . ) une fonction de plusieurs 
variables £/", f', . . . , qui sont elles-mêmes des fonctions 
d'une seule variable indépendante X. 
La différentielle sera, par définition, 

dx = ^^^ f[u-^hdu,r^hdr..,,]^f[u^r^..\ 

et, en suivant exactement la même méthode que pour les 
fonctions de variables réelles, on verrait que Ton a 

dr=d,r^d,r-h..., 

d^Yyd^Y, . , , représentant les différentielles de la 
fonction T =^f[ £/", /^, . . . ) lorsqu'on y fait varier isolé- 
ment U^ puis ^, . . . . 

Il est clair qu'ici, comme précédemment, le résultat 
obtenu sera toujours une fonction homogène et du pre- 
mier degré des différentielles dU^ dV^ ... ou de la dif- 
férentielle dX. 

Autres propriétés de l'opération d. 

82. Si l'on décompose un qualernion l^en sa partie 
réelle 1 o et sa partie vectorielle J^/, nous aurons 

dY=dY,,-\-dYi. 

Or, la différentielle dY^ d'une quantité réelle est es- 
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sentiellement réelle, celle d'une quantité vectorielle 
(il'i est vectorielle. Donc 

Si nous prenons le quaternion conjugué de V, c'est- 
à-dire J — y il nous aurons . 

r/.cj r— dY^—dYi=i cjrfr. 

On exprime ces divers résultats en disant que le signe d 
est commutatif avec les signes 5, ti ou cj. 



EXERCICES. 

40. Trouver la différentielle d*un produit, 

Soil Y=z VVfV , . . le produit en question. D'après ce que 
nous avons vu sur les fonctions composées, nous obtiendrons 
immédiatement la différentielle en écrivant 

dYz=idU,r.fV,,. 4- U ,dV ,W , , ,-\- UV .dfV , , . -\- , , , 

h l . Trouver la différentielle d 'un quotient. 

Soit r= — . De là £/'=r fT, et, par conséquent, 

dUz=dV,Y-^ F.dY, 
Fdï --=z dU - dF. r, 



et, opérant par — ? 

<(r= i ,IU - ydF. Y=.l (dU - dF ^) , 
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qu'on peut encore écrire 

CoKOLLàiRE. — En faisant i7 = i , on a 



4=-^^'-i- 



42. Différentielle de %X. 
On a 

(tx)«=xJ, 

comme on Ta vu plus haut. De là, prenant les différentielles des 
deux membres, 

Remplaçant X par ^ — -^ > nous avons 

Si la variable est un vecteur, on a^ 

dZ\ ^dx I ^ ,,„ , . 

tx X ^x ^ ^ 

(2) d^X=z — ${tx.dK). 

Dans ce cas, il est très facile d'obtenir directement ces for- 
mules par des considérations géométriques. 

43. Différentielle de UX, 
On a 



X=^X.tiXy 



F 
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d'où 

dX=zd%X.UX-h^X.dUX. 



Opérant par- X, 




dX 

X ~ 


d%X dUX 

^x '^ ux' 



ou, en vertu delà relation (i) de Pexercice précédent. 
..,, dur dX \^dX ^dX 

f^) Tx='x''^-x='^-x^ 

formule qui est encore d'une interprétation géométrique immé- 
diate lorsque X est un vecteur. 

44.. Différentielle de X* . 

Si r== JT', on a, comme nous l'avons vu plus haut (78), 

drzzrzdX.X-^ X.dX, 

c*est-à-dire, en décomposant X et dX en leurs parties réelles et 
vectorielles, 

dY=: ^eixdx-^nsx.bdx-^ iQdx,\sx, 

S'il s'agit d'un vecteur au lieu d'un quaternion, on a 
0jr=o, BdX = o, 

et il reste seulement 

d\^—2!èxd\. 



45. Différentielle de - • 

On a, comme nous Tu vous vu plus haut (Ex. 41), 



rt - = c/x - • 

X XX 



r 



1 I I 



Mais ici, x, -, r/x étant des vecteurs, on a (38) 



,1 . i , .dx 

r/X - z= Cl - rfX == C 1 — 9 
X •• X -* X 



et, par conséquent, 



,1 i . dx 

d- = Cl — • 

X X •' X 



46. Différentielle de — . 
Posons 






Delà 

I 






et, par différentîation, 



— ^dY^z=:XdXA- dX,JC, 



Opérant par — Y[ ) T et remplaçant Y par — » 

Si X est un vecteur x, la différentielle se réduit à l'expression 

i*éelle 



Diiférentiations successives. 

83. La nolion des différentielles des divers ordres 
s^ntroduit ici aussi naturellement que dans l'analyse 
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ordinaire et ne saurait donner lieu à des difficultés nou- 
velles, puisqu'il suffit d'appliquer les mêmes procédés 
de calcul aux différentielles obtenues déjà, pour obtenir 
les différentielles d'ordres supérieurs. 

Gomme exemple, prenons la fonction Y= X-. Nous 
avons 

et de là 

cPY:=XirX-{-!i{iiX)*'hà^X,X. 

Si X était un vecteur x, on aurait 

Bien entendu, si l'on donne à la variable indépendante 
un accroissement dX qui soit constant, il faudra faire 
d'^X=.d^X = . . , = dans tous les calculs, qui se sim- 
plifieront beaucoup par cela même. 

Cas des variables réelles. 

84. Nous avons déjà vu que, si la variable indépen- 
dante est réelle, on obtient une dérivée tout comme 
dans l'Algèbre ordinaire. Supposons que la fonction, 
dans ce cas, soit un vecteur y z=f(x). Alors le lieu du 
point Y sera bien évidemment une certaine courbe. La 
différentielle rfv représente la corde infiniment petite 
qui unit deux points de cette courbe infiniment rappro- 
chés, et la dérivée — est un vecteur fini parallèle à la 

tangente. 

Si un vecteur y était donné en fonction de deux va- 
riables réelles indépendantes, sous la forme y =zf{^Xj -s), 
le lieu du point y serait généralement une surface, puis- 



j 
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qu'en attribuant à l'une des variables une valeur quel- 
conque on obtient une courbe. La différentielle de y 
pourra alors se mettre sous la forme ordinaire 

ftY = — ax -{- -r- az, 
dx dz 

-7-=/*^(x, :?) et ~=y^a:, ^) sont ici deux vecteurs 

tangents à deux courbes tracées sur la surface. Ils déter- 
minent donc le plan tangent. 

Nous nous bornons ici à ces rapides indications géo- 
métriques, qui n'ont d'autre objet que d'éclaircir les 
notions de la différentiation dans des cas particuliers, 
mais dont l'usage est très fréquent. 

Fonctions réelles. 

85. Soit tout d'abord une fonction réelle f[X) d'une 
seule variable indépendante X, Si nous remplaçons le 
quaternion X par son expression développée 

Xo4-a?lll-+-X,Ij-f-X3l3 

et si nous faisons varier séparément Xq, Xo x^^ Xzj nous 
aurons (79) 

df^dj-^dj+dj^d,f. 

Mais, dans cette relation, tous les éléments sont réels. 

d f d f 

Les dérivées -^t -L,,... sont donc bien déterminées, et 
nous pouvons poser 

d,f_^ dj_ dj_ dj_ 

d^,-^'' ^~-"^^*' ^',^""^«' ^'^'"^" 

P^^PmP^} Pi étant des fonctions de JC, mais non de dX, 

L. — Quaternions, o 
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Par conséquent, la différentielle peut s'écrire 

c'est-à-dire, en posant P = po -h Pt^i -h ptU-h pzUf 

d/=SPdX. 

P est ce qu'on peut appeler la dérivée quaternion Je la 
fonction réelle /. 

Si l'on avait une fonction réelle de plusieurs quater- 
nions f{X, J^, Z, . . . ), on verrait sans peine, en faisant 
varier X, 1% Z, . . . successivement, qu'on a 

df— ^PdX '\- i^QdY + f^RdZ -{- 

P, Qy /?,... sont les dérivées partielles de la fonction 
réelle^par rapport aux quaternion s X, J", Z, . . . . 

Il est clair que les mêmes conclusions subsistent si 
les variables indépendantes sont des vecteurs x, y, z,.-? 
et non plus des quaternions. Seulement ^/xo disparait, de 
même que d^f e\ poi dans le calcul ci-dessus, de sorte 
que les dérivées P, Ç, . . . se réduisent elles-mêmes à 
des vecteurs et qu'on a, pour 

/(X,Y, Z, .. .), 

d/=z 6^dx -h ^qdY H- 0R^z -h . . . . 

Dans les applications, l'usage de ces dérivées par- 
tielles géométriques est souvent très avantageux. 

Définition de Topérateur v. 

86. Hamilton a représenté par le symbole V l'opéra- 
tion complexe i« - — h i j f- 13 -j— s'appliquant à une 

dx^ {tx^ ^«^3 
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fonction d'un vecteur, c'est-à-dire que, posant 

X = x,i, -4- Xjij-t- j:,i„ 
nous aurons 

Supposons qu'il s'agisse d'une fonction réelle. L'ex- 
pression vy^(^) se réduira à un vecteur, et, comme 

nous aurons aussi 

Supposons maintenant qu'on ait écrit 
/(x) = const., 

équation qui représente évidemment une surface. 
Nous tirons de là 

^/{x)=o. 
et par conséquent 

0[v/(x)./x].= o. 

V/(x) représente donc un vecteur dirigé suivant la 
normale au point correspondant de la surface, puisqu'il 
est perpendiculaire à dx. 

Il est facile de reconnaître, si l'on considère deux sur- 
faces de la même famille obtenues en faisant varier la 
constante, que le module de Vf{^) est inversement 
proportionnel à la distance normale de deux surfaces in- 
finiment voisines. 
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Ditférentiation des fonctiomt impHoitei . 

87. Si Ton donne une relation y ( A', V) = o, on en 
peut tirer, en écrivant 

une équation qui contiendra dX et rfi'. Le premier 
membre sera une fonction linéaire et homogène de ces 
deux différentielles. On est ainsi ramené à une autre 
{(uestion (celle de la résolution des équations) dont 
nous parlerons sans doute un peu plus tard, mais qui est 
m général assez compliquée. Dans un grand nombre 
d'applications, les calculs peuvent se simplifier, du reste, 
dans une proportion considérable. 



EXERaCES PROPOSÉS SUR LE CHAPITRE V. 

Établir les formules suivantes : 



1. d.mjx = $.ux\}^=z-.s^^^%mx. 



2. d.\^UXz=b.UX-'\}(dX.X- 



3...el.«^=0^=B^5«x 



4. Trouver la différentielle de /^. 

5. Trouver la différentielle de y/X 

6. Calculer c?*(Wx), x étant un vecteur. 
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7. Montrer que rP(^X] peut s'écrire — ^ ^ ( ''^ "^p" ) * 

8. DifTérentier J^^ x étant une variable réelle^ en supposant 
successivement que A soit un quaternion quelconque, un qua- 
ternion unitaire, un vecteur quelconque, un vecteur unitaire. 

9. Soit /(x)=:26axSbx4- ^g'x*. Si ^(x) =:0!rrfx, 
montrer qu'on a n m- 2b axb 4- (g" -4- 26 ab) x. 
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CHAPITRE YI. 



L ELLIPSE. 



fquations de l'ellipse. 

88. Supposons que Tellipse soît définie comme le lieu 
des points tels que le rapport de leurs distances à un 
point fixe F {fig. 24) et à une droite fixe DE soit égal à 
une constante e, e étant plus petit que i . 

Fig. 34. 




Alors, en appelant b le vecteur FD perpendiculaire 
à DE, nous aurons pour équation de la courbe (Ex. 24) 



(0 



B*X« = e*(B*-J5BX)S 



équation qu'il serait d'ailleurs bien facile d'établir di- 
rectement. 

Cherchons les points où l'ellipse coupe la droite FD. 
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Pour cela, remplaçons x par xb ; cela nous donnera 

d'où 

a:' = — î-, :c"^ — . 

I -+- 6* i — e 

Ces deux valeurs sont Tune positive, l'autre négative , 
puisque e <^ i , et, par suite, les points cherchés A et A' 
sont de part et d'autre de F. Ainsi 

FA — —^ FD, FA' =z ^ FD. 

De là, en appelant O le milieu de A'A, 

e* ar OF e 

OF = -^FD, A'A:z= jFD, 777=--' 

i — e^ I — t'* A' A 2 

ou encore, en posant tAA'= aa^ 

En posant 

OF = F, OA=zA, OX— x', 

les relations précédentes donnent 

F—- -B^é'A. 

I — e- 
On a, en outre, 

X'=F -4- X. 

Si l'on porte dans l'équation (i) les valeurs de b et de x 
résultant de ces relations, on trouve, après des réduc- 
tions très faciles. 

C'est, en supprimant l'accent et prenant OX comme 



I20 

vecteur courant, Téquation de Tellipse rapportée au 
centre comme origine. 

Nous pouvons aussi trouver directement cette équa- 
tion en partant de la propriété des deux foyers 

Remplaçant en effet OX par x et posant toujours 
OF = — 0F'= F, c^te relation nous donnera 



On en tire, en isolant d'abord le premier radical, 



a] 4- 6rx=r «1^^ — (x — f)*, 

puis, en élevant au carré, réduisant et tenant toujours 
compte du module de f, 

89. Posons 

ajx -4- pSfx 



[i) *x = 



«îi^-') 



La fonction *x représentera évidemment un vecteur 
i[ui coïncidera avec x en direction lorsqu'on donnera 
à X la direction de f ou bien une direction perpendicu- 
Jaire, et dans ces deux cas seulement. 

Au moyen de ce symbole, nous arrivons à donner à 
l'équation (2) la forme extrêmement simple 

\i) 5x*x =i I. 

La simple inspection de la forme (3) de la fonction 4» 
montre qu'on a 

(5) *>ÎX=r/?*X, 

[6) *[X -4-y) r= *X -{-*Y. 
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De plus, nous avons 

rtj Tx -f- yf5fx 
a\[e*— i) 

a'xY -+- xfSfy 

et par conséquent 

(7) j6x*y;==0y*x. 

Ces propriétés (5), (6), (7) de la fonction ♦ sont tout 
à fait fondamentales. 

Nous aurons occasion de revenir ultérieurement sur 
ces notions, en les généralisant beaucoup. Pour l'in- 
stant, ces simples indications nous suffisent. 

Tangente à l'ellipse. 

90. Prenons un point sur la courbe représentée par 
Téquation (4): puis donnons au vecteur de ce point un 
accroissement infiniment petit d\^ en ne quittant pas la 
courbe. Alors nous aurons (81) 

JÔ(e/x.*x)-h6(x^*x) =0. 

Mais la propriété (6) ci-dessus montre immédiatement 
que d^x = ♦rfx. Donc, en vertu de la propriété (7), 

(8) S(rfx.*x)=o, 

ce qui montre que le vecteur *x est dirigé suivant la 
normale à la courbe. 

Actuellement, un point quelconque de la tangente est 

donné par y = x -h — » A: étant un infiniment petit réel. 

Donc, multipliant par $x et prenant les parties réelles, 

By*x = 0x*x, 
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c'est-à-dire, en vertu de Téquation (4)> 

(9) 5y*x = i. 

Telle est Téquation de la tangente en un point x donné 
sur l'ellipse. 

La propriété réciproque (7) montre que l'équation de 
cette tangente pourrait encore se mettre sous la forme 

(10) Sx*Y = i. 

Examen de quelcpies fonctions analogues à «. 

91. Pour éclaircir un peu ces notions, nous pouvons 
les traduire rapidement en coordonnées cartésiennes. 
Rapportons X à deux axes rectangulaires, en posant 

Alors on a 

en posant a, = ^i y^i — e- (le demi-petit axe). 

L'équation de l'ellipse (4) répond donc à la forme 
connue 

et l'équation (9) delà tangente n'est autre que 



équation ordinaire de la tangente. 

On remarquera l'effet bien curieux de cette fonction $, 
qui déforme en quelque sorte les figures dans le plan 
suivant une certaine loi, puisqu'elle modifie tout vec- 






S 
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leur X en altérant séparément ses deux coordonnées 
suivant des rapports différents. 

Si l'on répète la même opération * sur 4>x, nous au- 
rons, en vertu de la définition cartésienne (i i)» 

*.*X=:*«X=r^,j4-^Iî. 

a\ ai 

On aurait de même les symboles exprimés par ♦',**,.... 

Inversement, appelons *-* l'opération qu'il faudrait 

faire subir à *x pour transformer ce vecteur en x. Alors 



-(-.^■■-^'■■)= 



^r^ij 4- J72I2, 



c'est-à-dire, en remplaçant — ^ par x\, — -^ par x\j 
puis supprimant ensuite les accents, 

Enfin, si nous posons 

£7| a^ 

il viendra 

Toutes ces fonctions, comme la fonction fondamen- 
tale * dont elles résultent, jouissent des propriétés fon- 
damentales (5), (6), (7). 

92. On peut exprimer les propriétés précédentes très 
simplement sans recourir aux coordonnées ordinaires. 
Nous nous contenterons d'inscrire ici les formules sans 
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démonstration, toute explication étant pour ainsi dire 


superflue 


• 


(I2-) 


*^ i|Si,x ^ i,Si,x 
a* ai 


(.3) 


♦■«=-(^'-^)-- 


(■4) 


*->x i=/i}ijSi,x-|- «JijSijX, 


(.5) 




(.6) 


H^*x== — ♦», 


(«7) 


W^x= -^ (éi, ijSi,x -f-^jijôijx). 



Une conséquence remarquable de ces formules est. 
relative à une nouvelle forme de l'équation de Tel- 
lipse (4)- Cette équation, en vertu de la relation (i6)t 
peut en effet s'écrire 

SxH^*X= — I ou Sxy(H^x)=: — I. 

Mais, la propriété (7) étant applicable à la fonction T, 
on a 

BxW[Wx) = ÔTxTx = (Tx)*. 

Donc, en définitive, Téquation de l'ellipse prend la 
forme 

(18) Z^x.=.i. 

Ainsi Tx est un vecteur unitaire, et Téquation de l'el- 
lipse est ici la même que celle d'une circonférence, ce 
qui s'explique tout naturellement dès qu'on examine la 
signification géométrique de la fonction Y. 
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Tangente par un point extérieur. 

93. Nous avons vu plus haut que l'équation de la tan- 
gente en un point 3C donné sur la courbe est 

(9) ' Sy*x — I 



(lo) Sx4»\ = I. 

Supposons maintenant que le point y soit donné et 
que par ce point nous voulions mener une tangente à 
Tellipse. 

L'équation (10) nous déterminera le point de con- 
tact X que nous cherchons; mais cette équation, en y 
regardant x comme vecteur courant, représente une 
droite, qui est par conséquent la corde des contacts. La 
direction de cette corde est perpendiculaire à *y. 

Si nous prenons un point extérieur quelconque R sur 
la corde des contacts, la nouvelle corde des contacts ré- 
pondant à ce point aura pour équation 0z4>r = i; mais 
on a, en outre, 0r4>t = i , puisque R est pris sur la corde 
des contacts répondant à Y. De là 0y4>r= i, c'est-à- 
dire que la corde des contacts répondant à R passe par Y, 
propriété identique à celle que nous avons remarquée 
dans le Chapitre IV pour la circonférence. 

Il ne serait pas bien difficile de montrer que la droite 
Sx*Y = i n'est autre que la polaire du point y, que 
celui-ci soit extérieur ou intérieur, et d'établir, en par- 
tant de là, toutes les principales propriétés des polaires. 
Nous ne nous y arrêterons pas, et nous nous contente- 
rons seulement d'attirer Fattention sur la relation entre 
la direction du vecteur y et celle de la polaire du point Y. 
Cette dernière, d'après l'équation (10), est perpendicu- 
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laire à ^t, et^ par conséquent, si p est un vecteur quel- 
conque suivant la polaire, 

(ig) Sp*y ~ o. 

Diamètres. — Diamètres conjugués. — Cordes supplémentaires. 

94. Soit que nous cherchions le lieu géométrique des 
milieux des cordes parallèles à une direction déterminée 
par le vecteur q. Si P est le milieu d'une de ces cordes, 
il est évident que les deux points où elle coupe la courbe 
sont donnés par p-j-o^Qetp — xq. Or, ces deux points 
étant sur l'ellipse, on a 

0(p-f-;cQ)*(p-f-j:Q) = I, 

J6(p — ^q)*(p — Xq)=i:I. 

Développant et retranchant, on obtient, en vertu des 
propriétés du n** 89, 

0p4>q = o, 

formule analogue à la relation (19) du numéro précé- 
dent. 

Le lieu cherché est donc une droite perpendiculaire 
à 4>Q ; or, si nous supposons l'extrémité de q sur la courbe 
(puisque jusqu'à présent nous n'avons pas défini son 
module), *q représente la normale en q (90). Ainsi, le 
diamètre est parallèle à la tangente en q, propriété bien 
connue. 

95. La relation précédente donne 

j6q*p = o, 

et, si nous supposons que p soit un demi-diamètre, nous 
voyons que q représentera le diamètre qui partage éga- 
lement les cordes parallèles à p ; ainsi, les deux direc- 
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lions de p et de q sont complètement réciproques : ce 
sont celles de deux diamètres conjugués. 

On vérifie que les directions de deux cordes supplé- 
mentaires sont conjuguées, car soient a le vecteur d'un 
point de la courbe, b un demi-diamètre quelconque, les 
deux cordes supplémentaires seront représentées par 
A — B, A 4- B. Or 

6(a — B)*(A-f-B) = 0A*A — 0B*B = O, 

puisque a et b sont les vecteurs de points sur la courbe. 

96. L'équation de l'ellipse rapportée à deux diamètres 
conjugués se déduit immédiatement des propriétés pré- 
cédentes. En effet, soient p et q les deux demi-diamètres, 
etxziiiMP-f-^'Q le vecteur d'un point de la courbe. Il 
viendra 

ou, en tenant compte des propriétés de p et q, 

tt'j5p*P -f- t^'^Q^Qzr: I, 

c'est-à-dire 



Théorèmes d'Apollonius. 

97. En vertu de la relation (i6), la relation entre deux 
diamètres conjugués peut s'écrire 

j5pT«q==o ou SYpTq=:o. 

Ces deux fonctions Tp, Tq représentent donc deux vec- 
teurs rectangulaires. 

Cela posé, on a, d'après la formule (17), 

F = Y-* Yp = — (ûiii^ii^Fp -\- fl,I,6l,Yp), 
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Mais Yp, yq (92) sont des vecteurs unitaires. On peut 
donc les écrire sous la forme 

Tp = i, cosô-h i,sin9, Tq = ~ ij sinG -h i^cosô, 

de sorte que p et q deviennent 

p= i7,i|Cos9 +<isi|SinO, 
Q = — «iii sinÔ -h asijCOsO. 
Delà 

(20) P«-f-Q'=r —(a\ -f-flj), 

(21) bpQ— -ûîjûjij, 

13 représentant le vecteur — 1 1 12 perpendiculaire au plan 
de la figure. 

Ces deux relations (20) et (21) expriment évidemment 
les deux théorèmes d'Apollonius. 



EXERCICES. 

47. Distance du centre h une tangente. 

Soient X le point de contact, Y le pied de la peqiendiculaire 
abaissée du centre. Alors y=:2*x, et, de plus, Y étant sur la 

tangente, Sy*x =z î, ou 2(tx)*=: i, z = — — . Par consé- 

(<PXJ 

quant, Y =: — » et (91) 



^^x' 






h&. Produit des distances des deux foyers à une même tan* 
gente. 
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Soient X le point de contact, FY et F' Y' les deux peqïendi- 
culaires abaissées des foyers. Alors y t^ r -+- z*x, et 

*^i ^ \^ I — 0F*X 

5 F + Z*X)*X~I, z — __—__, 

(*x)* 
d'où 

I — 6f*x 



eFYrz-€ 



*x 
De même, en changeant f en — f, 

^X 

et le produit cherché est 

En substituant la valeur de 4» x du n° 89, on trouve sans peine 
que cette expression se réduit \à\ (e* — i) i= — aJ.Le produit 
des deux distances est donc égal au carré du petit axe. 

49. Lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d* un foyer 
sur les tangentes. 

Gardant les mêmes notations que dans l'exemple précédent, 
nous avons 

I — 6f*x 

Y=iF4-2*X==F-f TT-TZ *X. 

(*x)* 
Delà 

9.6F*xfT--6F*X^ (l — Sf*x1» 

Y* zzr F -I V- 

(*x)* (*x)^ 

z= F « + (V^^ji-^ =^^a\e^+a\[e^-i)^^a\. 

Le lieu est donc une circonférence décrite sur le grand axe 
comme diamètre. 

50. Une droite mobile reste constamment tangente à une cir- 
L. — Quater nions, 9 
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conjerence concentrique à t ellipse. On demande le lieu des pôles 
de cette droite. 

T étant le pôlei la polaire a pour équation 5x^y= !• Lti 
distance du pôle à cette droite est î — = /•. Donc Téquation 
du lieu cherché est 

qui peut s'écrire 

6* Y* Y -:: 6(y*4»y) — 0Y**Y = 

ou enfin (91) 



X^' 






Cl 



quation d'une ellipse. 



51. D'un point extérieur P on mène deux tangentes PQ, PR 
à l'ellipse; par le centre, on trace les demi-diamètres OQ', OR' 
respectivement parallèles aux deux tangentes. Démontrer que 
les deux cordes QR, Q' R' sont parallèles^ 

On a, en effet, q'z= i/(p — q), et, q' étant le vecteur d'un 
point de la courbe, 

M'j6i(p — q)*(p — q) =1 ou w'(5ip*p— l) 1= I. 

On trouverait la même valeur pour p que pour «, en posant 
k' = p (p — r). D'où q' — r' = tt ( R — Q ), ce qui démontre la 
propriété en question. 

52. Si un parallélogramme est inscrit à une ellipse, ses côtés 
sont parallèles à deux diamètres conjugués. 

Soit PQRS le parallélogramme. On a 

s — Pl^R — QI=D, 
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et 

j6s*Sr=:S(p-|-D)*(p-l-D) = I-f-2 5p*D-t-0D*D = I, 
26p*D-h5D*D=iO. 

De mèmey 

2$Q$D -h 5d*D =: O, 

et, par soustraction, 

J6(p — q)*d = 0(p— q)*(r — Q)r=0, 

ce qui démontre le théorème. 



EXERCICES PROPOSÉS SUR LE CHAPITRE VI. 

1. Lieu des milieux des cordes qui passent toutes par un 
point donné. 

2. Lieu des milieux des droites de longueur constante s'ap- 
puyant par leurs extrémités sur deux droites fixes dans l'espace. 

3. Si deux cordes d'une ellipse se coupent, les rectangles de 
leurs segments sont proportionnels aux carrés des demi-dia- 
mètres parallèles. 

4. Soient BOB\ COC deux diamètres conjugués : démontrer 
que les longueurs BC et BC sont proportionnelles aux diamètres 
parallèles à ces droites. 

5. Les diamètres dirigés suivant les diagonales du rectangle 
construit sur les axes sont égaux et conjugués. 

6. Les diamètres dirigés suivant les diagonales d*un parallé- 
logramme circonscrit à Fellipse sont conjugués. 

7. Les sommets de tout parallélogramme circonscrit à une 
ellipse sont situés sur une ellipse semblable et d'aire double. 
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8. La noruiale en un pmnt quelconque de la courbe est 
bissectrice de Tangle formé par les droites menées de ce point 
aux deux foyers. 

9. Lieu des angles droits circonscrits ù Tellipse. 

10. Si ])ar les extrémités des axes d'une ellipse on mène 
quatre droites parallèles, les points où elles coupent la courbe 
sont les extrémités de deux diamètres conjugués. 

11. Si par les extrémités de chacun de deux demi-diamètres 
quelconques on mène des tangentes jusqu'à Fautre, les deux 
triangles ainsi formés sont équivalents. " ''•• 

12. Soient PQ, PR deux tangentes «a une ellipse en Q et U, 
et QOQ' le diamètre passant en Q : la droite Q' R est paçf^èle 
à OP. 

13. Trouver l'enveloppe de la corde qui joint les extrémités 
de deux demi-diamètres conjugués d'une ellipse. 

14. Si des tangentes menées en trois points P, Q, R d*uae 
ellipse se coupent en Ri, Pi, Qi, démontrer que 

PR,.QP,.RQi = PQi.QRi.RPi. 
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CHAPITRE YII. 



h HYPERBOLE. 



Équations de l'hyperbole. 

98. Si l'on définit Thyperbole par la propriété du 
foyer et de la directrice, il est évident que Téquation de 
la courbe sera identique à celle de l'ellipse, écrite au 



b«x2i=^2(b2— j6bx)», 



e étant seulement ici plus grand que i . On verrait de 
même que les sommets A et A' {fig* 25) sont donnés 

Fig. 25. 




par les relations 



FA =^ -— FD, FA' = — ^ FD. 

e -+■ I e — I 
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Alors, O étant le centre, 

10 = ^ FD, A A' =r --?^ FD, 
AA 2 

a:oF==ea,. 

Posant OF = f, OA ~ a, 



et de là on déduit l'équation, rapportée au centre pris 
pour origine, 

(a) «îx*4- (0Fx)*zrr£rJ(tf»-i), 

équation qui se" tirerait aussi de la propriété des fojers 
et qu'on peut transformer en écrivant 

ce qui donne 

(4) J6x*X=:I. 

La fonction * est identique de forme avec celle que 
nous avons introduite au n° 89. Elle possède les mêmes 
propriétés. Seulement, comme e^ i, on ne peut plus 
poser «2 =^ ^< V * — ^'» mais bien a^ = ai s/e^ — i . Alors 

si 

X r=: JTiIi ~f «^f l2« 

L'équation (4) n'est donc autre que 



flf al 



l\ "2 



forme cartésienne ordinaire. 
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Nous avons les relations 



X 



\ai ai J al «| 

,-. ^, X, .r, /i.di.x i«di,x\ 

(7) 4>-^x = — (^i^îii— Jrj^ii^j)::^ «î II S II X — A^it^ijx; 

mais nous ne pouvons plus introduire, comme pour l'el- 
lipse, une fonction vectorielle T telle que T^x = — «x, 
et, par conséquent, il est impossible de donner à Téqua- 
lion de Th^perbole la forme (18) du n® 92. 

Tangente à l'hyperbole. 

99. Comme pour l'ellipse, nous verrions que *x est 
•un vecleur normal à la courbe en X et que l'équation de 
"la tangente en ce point est 

(8) Sy*x =F ^X*Y m I. 

Cette même équation, en y considérant au contraire y 
comme donné et x comme vecteur courant, représente 
la polaire du point Y, laquelle est perpendiculaire à4>Y. 

Diamètres. — Hyperbole conjuguée. — Asymptotes. 

100. Comme au n° 94, nous verrions que le lieu des 
milieux des cordes parallèles à une direction q est une 
droite passant par le centre et de telle direction p que 
l'on ait 

(9) J6p*Q=r:0. 

Les deux directions p, q sont dites conjuguées. 

Mais ici il se produit une différence capitale avec l'el- 
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llpse: c'est qu'une droite de direction quelconque, issue 
du centre, ne rencontre pas nécessairement la courbe. 

En effet, au Chapitre précédent, nous avions toujours, 
quel que fût x, Sx«x]> o, en raison même de la forma- 
tion de la fonction 4», et, dès lors, il suffisait de disposer 
du module de x pour tomber sur un point de la courbe. 
Ici, au contraire, en partant de la formule (5), on voit 
que Sx*x ne sera positif que pour des directions de x 
comprises entre les deux limites a^ li ± ^212- Ainsi, il y 
aura des diamètres rencontrant la courbe et d'autres ne 
la rencontrant pas, ou, comme on le dit par abréviation, 
des diamètres réels et imaginaires. 

On reconnaît sans peine que, si l'une des deux direc- 
tions conjuguées p et q de la relation (9) ci-dessus est 
réelle, l'autre est imaginaire, et réciproquement. Par 
conséquent, les extrémités de deux diamètres con- 
jugués serait une expression dénuée de sens, si l'on 
ne pouvait lui en donner un par l'introduclion de l'hy- 
perbole ayant pour équation 

(10) $x*x = — I, 

àn^Jvyperbole conjuguée de celle qui a pour équa- 
tion (4). L'hyperbole conjuguée a pour diamètres réels 
les diamètres imaginaires de l'autre, et réciproquement. 
L'équation 

(11) £ix*Xz=i0 

représente l'ensemble des deux droites issues du centre 
et fixant les directions limites, c'est-à-dire des deux 
asymptotes. 

Avec l'hyperbole conjuguée, considérée comme com- 
plétant la courbe, les propriétés des diamètres de l'el- 
lipse, démontrées aux n**' 94 et suivants, subsistent inté- 
gralement. 
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101 . Soient u et v deux vecteurs unitaires suivant les 
asymptotes. Posons x = uu -h i^v. Alors l'équation (4) 
devient 

tt'ÔU*U -i- i'*Sv*V -h 2«c5u*v = I 

ou, les deux premiers termes disparaissant^ en vertu de 
Téquation (11), 

I 
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25u*V 



= P 



Nous pbtenons donc ainsi l'équation de l'hyperbole 
rapportée à ses asymptotes. 
Il est facile de reconnaître que la constante k^ a pour 

valeur — î— 7 — -' 
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' 102. La tangente en X.a pour équation 

Si nous cherchons son intersection avec le système 
des asymptotes (11), nous remplacerons y par x -f- -st, t 
désignant un vecteur suivant la tangente, et nous aurons 

. J5(xr+- Zt)*(x-4- 3t)' = ou ï -h S*^T*T =z O. 

Cette équation donnant pour z deux valeurs égales et 
de signes contraires, nous voyons que la tangente, li- 
mitée aux deux asymptotes, a pourpoint milieu le point 
de contact. 

Si P est le milieu d'une corde qui coupe la courbe 
en X, X' et les asymptotes en Y, Y', soit q un vecteur 
unitaire suivant cette corde. Alors, posant PX = a?Q, 
PY=j Q, on a, en exprimant que X est sur la courbe 
et Y sur les asymptotes, 

Sp*p H- x'5q*q =: I , 

ÔP*P -4-J*J5Q*Qr=:0, 
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d'où 

c'est-à-dire que le produit des deux segments de la corde, 
formés par les deux asymptotes et la courbe, reste con- 
stant lorsque cette corde se déplace parallèlement à elle- 
même. 

Théorèmes d'Apollonius. 

103. p et Q représentant deux demi-diamètres con- 
jugués, le premier réel, le second imaginaire, nous pou- 
vons mettre le premier sous la forme a^Utit -h a^Uoi^j 1^ 
second sous la forme a^^^J^ -h ^2(^112- Exprimant alors 
qu'on a 

j8p*p 111:1, 6q*q= — I et* Sp*q=io, 

nous trouvons 

u]-~ul=:i. ('J-rJz=i, i/jri=wj,;j, 

relations auxquelles on satisfait en posant u^ = ^'^ = ChO, 
«2= i^i = Sh6. Alors 

p — //jiiCh^-i^jijShô, 
Delà 

(l3) P«--Q*ZZ.-(«Î-^|], 

(i4) IPpqi=: — ajé^alâ^ 

relations qui expriment les deux théorèmes d'Apol- 
lonius. 

On reconnaît en outre, intuitivement pour ainsi dire, 
que le parallélogramme construit sur deux diamètres 
conjugués a ses sommets sur les asymptotes, car 

^(p -f-Q)*(p H-q) = 0p*p -}-0q*q=i — ï =0. 
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Les diagonales de ce parallélogramme sont donc di- 
rigées suivant les asymptotes, et les cordes joignant les 
extrémités de deux diamètres conjugués sont parallèles 
aux asymptotes, ce qu'on reconnaît d'ailleurs directe- 
ment en vérifiant qu'on a 

j6(p — q)«I»(p — q)=o. 



Forme vectorielle des équations. 

104. Aussi bien pour l'hyperbole que pour l'ellipse, 
on peut représenter la courbe et rechercher ses pro- 
priétés au moyen d'équations vectorielles offrant une 
concordance complète avec celles de la Géométrie ana- 
lytique ordinaire. 

Ainsi, l'équation de l'hyperbole rapportée à ses axes 
pourra s'écrire 

{i5) \=aiUiii-\- a^u^i^, 

avec la condition ii^^ — ii?^= i, ou, ce qui revient au 
même, 

x==: «iiiChÔ H- /ZjijShe, 

ou encore, en posant a4 1 1 =;= a <, «î ' 2 = Aj, 

(16) X — AiCh6-f-A2Sh6. 

Cette forme (16) convient encore à l'hyperbole rap- 
portée à deux diamètres conjugués quelconques a i et Aj, 
même lorsqu'ils ne sont pas rectangulaires. L'hyperbole 
conjuguée a pour équation 

(17) xi=AiShÇ-l- AaChô. 

Revenons maintenant à l'équation de l'hyperbole rap- 
portée à ses asymptotes (101). Si a, b sont deux vec- 
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leurs unitaires suivant les asymptotes, l'équation sera 

Xz= WA H- l'B, 

avec la condition ui> = A- = -^—, — - > ou 

4 

A*B 

X = WA -: 9 

U 

OU enfin y en n'assujettissant plus a et b à être unitaires 
et en remplaçant h- b par b, 

(18) X==fA-h-» 

forme extrêmement simple. 

La direction de la tangente sera donnée par diflféren- 
tiation : 

t* t \ t 

Ainsi tk est parallèle à la tangente; il est visible 

que c'est le demi-diamètre conjugué de x, si bien que 
rhyperbole conjuguée a pour équation 

(19) x^z^A-". 

Nous bornerons là ces notions très sommaires sur 
l'hyperbole, et nous compléterons cette étude par un 
petit nombre d'exercices; dans quelques-uns d'entre 
eux, nous reprendrons des propriétés déjà établies plus 
haut, comme application des équations vectorielles que 
nous venons de voir et afin de montrer la variété des 
ressources que présente la méthode des quaternions. 
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EXERCICES. 

53. Si Von construit un parallélogramme OLXM sur les coor'- 
données OL, OM d'un point X de la courbe [rapportée à ses 
asymptotes]^ la diagonale LM de ce parallélogramme sera pa- 
rallèle h la tangente en X. 

En effet, l'équation (i8) nous donne 

01. — tk, 0M = -^ d'où ML==:^A — -. 
t t 

54. Tout diamètre OX aboutissant à un point de la courbe 
divise en parties égales les cordes parallèles h la tangente en X . 

Soit K un point de OX, avec OK = \ . OX ; appelons LM la 
corde parallèle à la tangente en X qui passe par K; nous au- 
rons 

^( rA + - j H-.r/ /A — ^ J — OL~/'a+ -,. 

Donc (X -f-.r)f = /', =^-7» <i'où X* — x*==i; par 

conséquent, x peut avoir deux valeurs égales et de signes con- 
traires, c'est-à-dire que KL =z ~ KM. 

Remarque, — Deux vecteurs ^a-hjb, a:'A-f-j'B ont des 

directions conjuguées lorsque — h ^-y = o ou xj' 4- x*y = o. 

En. appelant K le milieu de la corde donnée ML, on vérifierait 
immédiatement cette condition, ce qui donnerait encore une 
autre démonstration du théorème. 

55. Soient TS, T'S' deux tangentes à l'hyperbole, limitées 
aux asymptotes et se coupant en R. Démontrer : 1'* que ÏS', 
T'S sont parallèles ; 2** que les triangles TRT', SRS' sontéqui- 
talents; 3** que le rayon OR, issu du centre, partage par le mi- 
lieu TS' et T'S. 
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1® L*équation de la tangente TS en X est 

faisant x =11 , puis .r =:= — 1 , on a 

0T==2/A, 08 = — 

t 

et de même 

or =12 /'a, OS'=r— . 
Delà, 

TS' = ^, (b — /r'A), rSr=:î(B-W'A). 

Or, on a aussi 

x-x'^Q-p)(B--«'A); 

donc TS', T'S sont parallèles entre eux et àX'X. 

2« Écrivons OR =: OT -4- z.TS = OT' -H z'.T'S', ou, d'après 
les valeurs précédentes, 

2^A-|- 22/ - — fAJ =2/'a -i- 23'(-^ — a j . 

Delà, 



ce qui donne 






zt — z't'^t — t'. 




z! t — z /'=o, 




(. + .')(^-^')=:..-^ 




Z '\-^=\, 


c'est-à-dire 






TR T'R 
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d'où l'on déduit sans peine la relation entre longueurs 

RT.RT' = RS.RS', 
qui démontre l'équivalence des deux triangles TRT\ SRS'. 
3" Les relations précédentes donnent z = , 5 d'où 



OR 

Mais 



z=2/A -h 2 -[- — tA] =——,it^A-\~ 



OT 4- OS' = 1 [tt'x -f- b), or -f- OS =r - (//'a -h b); 

donc OR a bien la même direction que la droite joignant avec 
le milieu de TS' ou de T' S. 

Autrement : 1" Soit \ = uv -h rv, x' =: w'u + p' v, u et v 
étant des vecteurs unitaires suivant les asymptotes. Posons 
T nz ^u, ï' = t'ij, s = 5 V, s'z= s' V. A.lors 

j6it*x r= /0U* [uTJ -\~ U\) = tffBv^y nz I. 

ou (101) 

=1, t=z2U. 

2UV 

Donc 

T=2ttU, 

et de même 

t'=:2w'u, S = 2l^V, s'z=:2l^V. 

TS'== — 2UV -\- 2/v, T'Sir-. — 2M'u-f-2i'vsontdoncdes 
vecteurs parallèles entre eux et à 

XX'=(«'-M)u-f-(i^'—p)v, 

u V v' V 

car = 7 = -7 

u u u — u 

2° tT.^s =z OLt' .Es' z=^uv = ^uv. Les triangles OTS, 

OT'S' sont donc équivalents, et, en retranchant le quadrilatère 

commun OTRS', il en est de même de SRS\ TRT'. 



] 
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3" 6r*x = i, fia*x'=i, d'où Ba*(x — x') — o. Le 
vecteur a est donc conjugué de la direction XX', et, par con- 
séquent, il divise en deux parties égales les cordes, soit de la 
courbe, soit du système des asymptotes, parallèles à cette direc- 
tion. C'est ce qui a lieu pour TS' et 1? S en particulier. 

56. Si, par les points P, P' d'une hyperbole et par le point 
de contact Q d'une tangente parallèle à la corde PP', on mène 
des parallèles à l'une des asymptotes, qui rencontrent l'autre en 

. C, C et D, les trois longueurs OC, OD, OQ! formeront une pro- 
portion continue, 

B B 

Soit Q =r / A 4- - 5 alors la direction de PP' est /a , et nous 

avons 

p zirWAH-PB = j:f/A-f--|+7f/A j 

= [^x->ry)tK-\-[x—y]^-, 

p'z= i/'a -f-i^'arrrorf/A-h - I — jUa— -| 

:in(x.-7)/A-4-(a:+j)". 

De là, u =z [x-^'x)t, u= [x^y)t et-^ = x« — j* = i 
( Ex. 54), ce qui démontre le théorème. 

57. Si l'on prend une corde d'hyperbole pour diagonale d'un 
parallélogramme dont les côtés soient parallèles aux asym- 
ptotes, l 'autre diagonale passe par le centre. 

Soient x = /a-|--> x'rzzr'A-f- -, les vecteurs des extré- 
t t' 

mités de la corde; l'autre diagonale sera évidemment 
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elle passe par le milieu de la corde. Or, on résout Téquation 



x' r-4-V t-hi^ 

4- ^1 D 1= A -h • j B • 



1 2 tltlf 

en posant 



h^h 



2 

Donc la diagonale passe bien par Torigine. 

58. Deux tangentes aux extrémités d'un même diamètre BBi 
rencontrent en T et Ti la tangente menée ait point C de la 
courbe; OC, OB' sont les demi -diamètres conjugués de OC,OB. 
Démontrer qu'on a 

CT _ ^T^ _ qa 

*"* BT~"Biïi ""OB^' 

1^ CT.CTi^ÔC''; 

3" BT.BiTi=::ÔB''. 

I® De'signons, comme d'usage, les vecteurs par les lettres de 
leurs extrémités, en remarquant que Bj = — b. Nous aurons 

6b*B=:ï, 6c4»C=:I, 6b'*b'=: — I, 0c'*c'=--I, 
0T*Br=rl, J6iTi*B=— f, 5t*C=:I, 0Ti*Ci::=I. 

Posons CT" z.OC, BT —j.OB'. Alors t — c = 3c'; donc 



— 6(t — c)*(t — c) == — (0T*T— l) =: — I 

z z 



et 



p 0(t _ b)*(t - b) z= -|-^(0T*T - i) =r - I. 

Donc^*==: 3*, d'où 

CT_OÇ 

BT "" OB' '' 

L. — Quatermons. 10 



on aurait de même 
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CT| _ oa 

BiTi ~ OB'* 



a« Soit CTi = «i.OC, Tj — c = z^c'. Alors 



— S(t — c)*(ti— c) = — I 



ou 



(0T*Tf — = — I. 

Or St*(b — c)r=o; donc t est de direclion conjuguée à 
B — c, et par conséquent parallèle à b + c . De même 
la relation 6ti«I»(b-i-c) = o nous montre que Tj est parallèle 
à B — c; donc T, Tj sont de directions conjuguées, 5T*Ti=ir o, 
et, par conséquent, 

3^1 r=i, CT-CTi-Ôcl 
3® Comme j = ±z, j, — ± ^j , > j, — ± 3^, — lii i , ou 

BT.BiT, = ÔB'l 

59. Trouver V enveloppe d'une droite mobile telle que Vaire 
du triangle qu'elle forme avec deux droites données soit con- 
stante. 

Soient a, b des vecteurs unitaires suivant les deux droites, 
l'origine étant à leur point de rencontre, et LM une position de 
la droite mobile; nous avons OL = wa, OM =r ce, et x, le vec- 
teur du point de l'enveloppe, est 

X z= 2WA -f- (l — z)v^, 

Différentiant, 

dx = (zr/w + ttr/2 ) A -H [( I — z) dv — vdz )] b. 
Mais d\ doit être de même direction que 
WL = UK — ('b; 
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donc 

zdu + udz [z — \]d\>-\-vdz du , . dv 
->-. \ 1 , z— = (2 — I — .. 

U V U ^ ' V 

Or, le triangle OLM e'tant d'aire constante, 

,, _ _ du dv 

uv = k^, tidç -\~vduz=.o^ 



par conséquent 3 =: i — 2, 3 m - 5 et l'ëquation de Tenveloppe 

est 

ï î A* 

X=-ttA^ B, 

2 2, U 

de sorte que cette enveloppe est une hyperbole ayant pour 
asymptotes les deux droites données. 



EXERCICES PROPOSÉS SUR LE CHAPITRE VII. 

1. Si P est un point de l'hyperbole, OP' le demi-diamètre 
conjugué deOP, la tangente en P' à l'hyperbole conjuguée est 
parallèle à OP (à démontrer en rapportant la jcourbe à ses 
asymptotes). 

2. La portion de la tangente à une hyperbole interceptée 
par les asymptotes a pour milieu le point de contact (à dé- 
montrer en rapportant la courbe à ses asymptotes), 

3. Une droite mobile LM s'appuie sur deux droites fixes, de 
manière à former un triangle OLM d'aire constante. On demande 
le lieu du point X qui divise le segment LM dans un rapport 
donné. 

4. Soit PL une tangente en P à une hyperbole et qui ren- 
contre une des asymptotes en L; on mène LQ jusqu'à la courbe 
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parallèlement à l'autre asymptote, puis on joint PQ, qu'on pro- 
longe jusqu'aux deux asymptotes en R, R'. Démontrer que RR' 
est partagée par les points P, Q en trois parties ^les. 

5. D'un point R pris sur une asymptote, on mène deux pa- 
rallèles RP, RQ à'deux diamètres conjugués jusqu'à la rencontre 
de la courbe et de sa conjuguée. Démontrer que P et Q sont les 
extrémités de deux diamètres conjugués. 

6. Les segments interceptés sur une droite quelconque entre 
l'hyperbole et ses asymptotes sont égaux (à démontrer en rap- 
portant la courbe à ses asymptotes]. 

7. Soient RQR' une sécante coupant une hyperbole en Q et 
les asymptotes en R, R\ et PP' une tangente parallèle à cette 
sécante et limitée aux asymptotes . On propose de démontrer 

que PP' r= 4^Q*Q^' (* démontrer en rapportant la courbe à 
ses asymptotes ) . 
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CHAPITRE VIII. 



LA PARABOLE. 



Équation de la parabole. 

105. Si Ton définit la parabole par la propriété du 
foyer et de la directrice, on aura évidemment son équa- 

Fig. 26. 




tion, comme au n° 88, en faisant e = i dans Téquation ( 1 ) 
de ce numéro, ce qui donnera 



(i) 



b'x«z=(bî— Sbx)*; 



B représente le vecteur FD [fig* 26). 
Posons 

[7.) *XZ= 



Les propriétés du n® 89 s'appliqueront intégralement à 
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cette nouvelle fonction 4, et Téquation de la parabole 
pourra se mettre sous la forme 

(3) J5x(*x4-2B-»)=ii. 

Si Ton coupe la courbe par la direction FD, on 
obtient x = - en posant FA = xb, et ce sommet A 

est unique. 

La définition (2) de la fonction * nous montre que 

(4) 5b*x=o; 

donc *x représente un vecteur perpendiculaire à Taxe. 
De plus, on a 

(5) x — B**xn=r b~"*5bx||b; 

par conséquent, — b2*x n'est autre que l'ordonnée XP; 
et FP = B"* Sbx = b5b-* x. 

On a aussi la relation facile à vérifier 

6x<I»X=i:B*(<I»x)*. 

Tangente et normale. 
106. Difierentions l'équation (3); nous avons 

ou 

(6) 5^x(<l»X+B-^)=zO. 

Remplaçant dx par y — x, nous avons l'équation de la 
tangente en X, qui se réduit à 

(7) 6Y(<l»X-f- B-ï) -\-$B-^X= I. 

La relation (6) nous montre que le vecteur normal a 
pour direction 

*x 4-B-'; 
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Téquation sectorielle de la normale est donc 

(8) Z=:X-f-2(*X-+-B-»). 

Si nous cherchons Tintersection T de la tangente avec 
Taxe, nous remplacerons, dans Téquation (7), y parj^B, 
ce qui donnera, en vertu de (4), 

j — I — 6b-*x, FT=b— bSb-»x = FD — FP=PD. 

Delàencore,FP=TDetAT = PA, puisque FA =r AD. 
Quant à la longueur de FP, nous l'aurons en écrivant 

Fr=r f B - bSb-»x)*^ (B^-fBx)' ^ 



d'après l'équation (i). Ainsi, FT = FX. De là résulte 
que la tangente est bissectrice de l'angle EXF et que la 
ligure FXET est un losange, si bien que FE est paral- 
lèle à la normale; FEXN est donc un parallélogramme. 

La normale est parallèle à *x-4-b~S et par consé- 
quent à B*-*x-hBOu à — B*-<l»x — B. Mais XP= — b^^x; 
donc PN = — b =r= DF, ce qui démontre la constance de 
la sous-normale. 

L'équation (7), lorsque le point X n'est pas sur la 
courbe, représente la polaire de ce point. 

Diamètres. 

107. Pour avoir le lieu des milieux des cordes paral- 
lèles à une direction donnée d, nous remplacerons, dans 
l'équation (3), x par y -hjD^ puis par y — j d. Déve- 
loppant et retranchant, il reste 

(9) 5y*D 4- ÔB-^D zrr O, 

équation d'une droite perpendiculaire à *d, et par con- 
séquent parallèle à l'axe. 
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La direction d est perpendiculaire à * y ^- b~ % c'est- 
à-dire au vecteur normal au point où le diamètre coupe la 
courbe, de sorte que la tangente en ce point est paral- 
lèle aux cordes divisées. 

Forme vectorielle des équations. 
108. Si nous posons 

X = JTiIiH- .r,ij et B = — 2/?Ii, 

la fonction *x (105) devient — -4-|î et l'équation (3) 
de la parabole revient conséquemment à 

p 4/'* 

Déplaçant l'axe des x^ de manière à placer l'origine 
au sommet A de la courbe, on obtient la forme connue 

Par conséquent, l'équation vectorielle de la courbe peut 
s'écrire 

On verrait aisément qu'une forme analogue 



t 



>i 



représente la courbe rapportée à un diamètre et à la 
tangente à l'extrémité ; seulement, les vecteurs a et b ne 
sont plus rectangulaires. 

Ces formes peuvent encore se simplifier en ne suppo- 
sant plus que A et B soient des vecteurs unitaires. On 



' V- ^*c 



— i53 — 
peut alors écrire 

/ ^ '* 

(11) X = — A+rB. 

La direction de la tangente sera donnée par la dé- 
rivée tA -h B, et l'équation de la tangente est, par consé- 
quent, 

(12) Y = — A -f- /B + ar(rA -t- b). 

La similitude de ces formes avec celles de la Géomé- 
trie analytique ordinaire est si évidente, qu'il est inu- 
tile d'insister plus longuement. Les exercices qui vont 
suivre montreront suffisamment comment on peut appli- 
quer l'algorithme des quaternions à des problèmes de 
diverse nature, quelquefois même en suivant au fond 
les raisonnements et les procédés de la Géométrie ordi- 
naire. 



EXERCICES. 

60. Par un point quelconque C du plan d'une parabole 
on mène deux cordes PP', QQ', parallèles à deux directions 

^ ^. , CP.CP' 

fixes. Démontrer que le rapport - conserve une valeur 

constante y quel que soit le point C. 

Soient d, e des vecteurs unitaires suivant PP', QQ'; nous 
avons p = c -f- .TD et, remplaçant x par p dans rëquation (3) 
du no 105, 

6(c -f- a:D)[*(c -t- xd) -t- 2B-*] = 1, 
ou, en développant, 
a:*SD*DH-2(0c*D 4- 0DB~^).a:-f- 5c*c -f- 20 cb-*— i 1=0. 



Donc 



de même 
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XX = — — 



$D^D 



6d«d^ 



yy= 



6e«e' 



par conséquent, 



xx' _ QP.OF _ Se*e 



rapport indépendant du point C. 
Si D = OD [fi^, 27 ), on a 



KD 

DKr= — b'*d et «D^— -, 

B* 



6d*d =r -^ S(OD.KD) --= — -^sin*(?. 

b' ^ ' B* 



De même 






si e représente Tinclinaison de e sur Taxe de la parabole, et, par 

Fig. 37. 




conséquent, le rapport ci-dessus a pourvaleur-r-Y 



sin*^ 



61. Trouver le lieu des points qui divisent un système de 
cordes parallèles d'une parabole de telle sorte que le produit 
des deux segments soit constant. 

Le calcul de rexercice précédent nous montre immédiatement 
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que rëquation du lieu cherché sera 

c étant le vecteur courant; 
C'est évidemment aussi une parabole. 

62. Du sommet Â. d* une parabole [fig* 26] on abaisse une 
perpendiculaire sur la tangente en X, et on la prolonge jusqu'à 
sa rencontre en R avec la parallèle XE à l 'axe. Trouver le 
lieu du point R. 

On a 

AR =: ar(*x -f- b"*), XR = jb. 

Donc, A étant égal à - ? 
2 

R =1 - ~h vC(*X -+- B"' ) = X -4- JB. 

Opérant par txX> puis prenant les parties réelles, il reste, si 
l*on remarque que b est perpendiculaire à *x, 

a:(*x)*=r: SX*XI=:B«(*X)S 

comme on l'a vu plus haut (105). Donc .r r= b*, et 
B 3 

R = - -f- B*(*X -f- B-M =-BH- B^*X 
2 ^ ' 1 

sera Téquation vectorielle du lieu, qui est évidemment un e 
droite parallèle à la directrice. 

63. Déterminer la podaire de la parabole par rapport au 
sommet pris pour pôle, 

Y représentant le point du lieu situé sur la tangente en X, 
nous avons, en exprimant: i*' que AY est parallèle à la nor- 
male ; 2° que Y est sûr la tangente ; 3^ que X est sur la parabole ; 
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les trois équations 

(l) Y_-^. = x(*X^B-»), 

(3) Sx(*x-4-2B-*) = i. 

Opérons saccessivement sur ( i ) par . ^ x X, puis par . b X : 

5y*x = x(*x)*, 5b(y— -| = x. 

Substituant la valeur de 5 y 4» x dans (2) et remplaçant dx^x 
par b'(*x)* dans (3), ces équations deviennent 

j:(*x)*-h SB->Y-f-SB-*x = i, 

B*(*x)*-f- 20B-*x = i ; 
de là 

{2.r — B*)(*x)*-+- 20B-*Y =: l 
OU 

r20B(Y-|^-B«l(*x)*-t-26B-»(Y-^^ = O. 

Actuellement, posons y = z; l'équation (1) nous donne 

*x = B-^ d'où, remettant pour x sa valeur 0bz, 

(2SBZ— b')[z*H- (0Bz)*B-* — 20BZ0B-*z] 

-f- 2(0Bz)*J8iB-*Z = O, 

équation qui se réduit à 

2Z*0BZ — B*Z*-|- (6bz)*=zO. 

C'est l'équation de la podaire cherchée, rapportée au som- 
met A comme origine. Il est assez facile de reconnaître que ce 
lieu est une cissoïde, qu'on peut construire au moyen du cercle 
de diamètre AD. 
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Autrement y au moyen des équations vectorielles, nous avons, 
en appelant Z le point de la podaire et X le point de contact, 

2 

Exprimant qu'on a z — x||f a + b, puis Sz (z — x) == o, on a 



= «l — ^ 2l ( ^1 "~ ~ ) "^ 2,(22— = Oi 

et il suffit d'éliminer / entre ces deux équations pour obtenir 
l'équation de la podaire en coordonnées ordinaires. 



64. Soient AP, AQ deux cordes rectangulaires d'une para- 
bole, issues du sommet; PM, QN les ordonnées de V et Q, 
abaissées perpendiculairement sur l'axe. Démontrer çue le 
paramètre 4/> de la courbe est moyen proportionnel entre AM 
et AN, et aussi entre PM et QN. 

Soient x^^ x^ les coordonnées de P, y^Xi celles de Q; on a 
et 

en comptant les coordonnées comme positives; alors 0pq r= o 
nous donne 



16/? 
et aussi 



^'■^-î — 1 — 0, :rj j, = i6/?S 



^^y^=%=^^p'- 



65. Dans la construction de l'exercice précédent , on com^ 
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plète le rectangle construit sur AP, AQ. On demande de déter-- 
miner le lieu du sommet R opposé à A. 

On a 

B = F -+- Q = S I| -f- (*t — Jî) I| 



ou 



, puisque Xjj-j^ i6/?*, 



Le lieu est donc une parabole égale à la parabole donnée. 

66. Démontrer que le cercle décrit sur une corde focale 
comme diamètre touche la directrice et qu'un cercle décrit sur 
toute autre corde ne rencontre pas la directrice. 

Si deux points 



sont situés sur la parabole, on a 

p H Q =1 — ii; 

•^2— J2 ^2—72 \P 

donc — ~T~^ représente Tabscisse du point où la corde coupe 

l'axe; si c'est une corde focale, nous aurons •'Kiy\-\- ^p^=^ o. 
Cela posé, l'équation de la circonférence de diamètre PQ est 

S(x — p)(x — q) =0; 

celle de la directrice, 

\ = — pii -4- zi^. 
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Donc, 



p — X 



= (^ -+-/') Ï1-+- (^2- ')'«' 



et il faut 



fé-^'')(?l^'')^^-^'-'^^^'-''=' 



ou 



z- 



•^ï^2 , ^* + J* 



équation manifestement impossible, sauf dans le cas où 
x^f2 -^ ^p^ = o, et alors, les deux racines étant égales, la cir- 
conférence touche la directrice. 

67. Deux paraboles ont même axe et même foyer; leurs som- 
mets sont de part et d'autre du foyer; une corde focale les 
coupe en PQ, P' Q', de telle sorte que les points se succèdent dans 
l * ordre P, P' , F, Q, Q' . Démenti er : i « que FP . FP' == FQ . FQ' ; 

FP 
2° que -—-j est constant; 3° que les tangentes en P, P', Q, Q' 
FQ 

forment un rectangle» 

L'équation vectorielle d'une parabole, rapportée au foyer 
comme origine, est (108) 



(^ -'')•' +'»■'• 



Coupons-la par la corde focale de direction 
K = ijcosô -f ijsind; 
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nous aurons 

zcosô = T^— /?, t$in9=:jr^t 
d'où 

Les deux racines — -% ^» prises en valeur 

I — cosO I -f- cos© ^ 

absolue, seront les modules de FP, FQ, et l'on aura FP', FQ' 

en chaugeant j9 en — p'. 

Les valeurs de z répondant à FP, FQ, FP', FQ' sont 

2/? — 2y» ip' — a/>' 

y y y • 

I — COSÔ I -h COSÔ I H- COSÔ I — cosô 



Par conséquent : 



/ 4pp' 



,o FP.FP'=:rFQ.FQ'=-^, 
^ ^ sin* 6 

^ FP FQ _ p 

^'^ FQ^ "" FQ^ "" P* 

La direction de la tangente est donnée par 

^, zsirtO 

— ii-l-ij ou ii+i^. 

2/? ip 

D'après cela, les directions des tangentes en P, Q, P', Q' seront 
respectivement 



sind 



— sme 



'l-^'2» •—r^ZTc^l'^hy 



1 — COSÔ I -hcosô 

— sin 9 sîn S 



i + cosô'*"^'^' ,-cosô'*'^"'^' 
ce qui démontre la troisième partie de la proposition. 

68. Si un triangle est inscrit dans une parabole, les points 
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de rencontre des côtés avec les tangentes aux sommets opposés 
sont en ligne droite» 

Soient P, Q, R les trois sommets, R' le point de rencontre 
de PQ avec la tangente enR; nous avons (108) 

r= — A-4-y?B, Q=:-i-A-i-7B, r = — a 4- /b, 

2 2 2 

ft'=3P-f- (l 3)Q = R-f-w(rA-j-B). 

Cette équation de'veloppie nous donne, en égalant les coeffi- 
cients, 

z[p^ — 7*) -I- 17-izz r'4- 2Wr, z[p -- q] -^ q z=z r -h u, 

d'où 

U 9 

ir — p — q 
ce qui donne, pour la valeur de a', 



' PV' „» 



' -^^ n; 



2r — /? — q ir — p — q 

de même, par symétrie, 



,7 -4- r 

P 7'P 

2 p'-^ qr 

- A H ~ B, 



2p — q — /• 2/? — q — r 

2 7* — r/? 



27 — r — p 27 — r — /; 

Si maintenant nous posons 

• y=^[p-'Q]['^^ — P-l)^ 
« = (7 — /')(2p-7 — a), 

^^[r-p)['^q-r-- p\ 
L. — Quaternions, î I 



l()2 

il est aisé de voir que nous aurons à la fois 

« -I- p -f- 7 = o. 

Donc les points P', Q', R' sont en ligne droite. 



EXERCICES PROPOSES SUR LE CHAPITRE Vm. 

1« Dans toute parabole, la distance du foyer à une tangente 
est moyenne proportionnelle entre ses distances au point de 
contact et au sommet de la courbe. 

2. Si la tangente en X à une parabole de foyer F rencontre 
la directrice au point D, les droites FD, FX sont rectangulaires 
entre elles. 

3. Une circonférence a pour centre le sommet A d'une para- 
bole et pour diamètre 3AF, F étant le foyer. Démontrer que 
la corde commune partage AF en deux parties égales. 

4. Une tangente quelconque à la parabole rencontre la di- 
rectrice et l'ordonnée du foyer en deux points également 
distants du foyer. 

5. F est le foyer d'une parabole, X un point quelconque de 
la courbe. Démontrer que le cercle décrit sur FX comme dia- 
mètre est tangent à la tangente au sommet. 

6. Trouver le lieu géométrique des foyers des paraboles pas- 
sant par deux points donnés et dont les axes sont parallèles à 
une direction donnée. 

7. Deux paraboles ont même directrice. Démontrer que leur 
corde commune coupe à angle droit et par le milieu la ligne 
joignant leurs foyers. 



J 
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8. La portion de toute tangente à la parabole comprise entre 
deux tangentes qui se rencontrent sur la directrice est vue du 
foyer sous un angle droit. 

9. Si du point de contact d'une tangente à la parabole on 
mène une corde quelconque, et si l'on trace une parallèle à 
Taxe rencontrant la tangente, la courbe et la corde, ces trois 
points détermineront une division proportionnelle à celle déter- 
minée sur la corde par cette même parallèle à Taxe, 

10. Déterminer le lieu des points milieux des cordes focales 
d'une parabole. 

11. Soit PFQ une corde focale d'une parabole de sommet A ; 
les droites PA, QA rencontrent la directrice en P'Q'. Démon- 
trer que PQ', QP' sont parallèles à Taxe. 
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CHAPITRE IX. 

FORMULES. 



Produits de deux facteurs. 



109. Nous avons précédemment établi (37), en ce 
qui concerne les produits de deux vecteurs, les quatre 
formules très importantes que voici : 

(i) 6ab = Sba. 

(2) iJAB=^— UbA, 

(3) AB -4- BA = 2SaB, 

(4) AB — RkZZZibhB, 

Si, au lieu de deux vecteurs, nous considérons deux 
quaternions ^,5, décomposés respectivement en leurs 
parties algébriques et vectorielles, Ao'\' -^t et jB^-H i?/, 
nous aurons, en appliquant les formules (i) et {2) ci- 
dessus : 

AB = Ja-Bo -+■ ^o ^i -+- Bo Ai -f- S JiBi -\- U Ai Si, 
BA r= AoBo 4- AoBi'\' BoAi-h SAiBi— \)AiBi, 

De là on déduit immédiatement 

(5) f^AB = ÔBA, 

(6) \^AB -f- \^BA ^i[AoBi-v B^A,), 

(7) \^AB-^\^BA — i\^AiBi, 
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Produits de trois vecteurs. 

110. Remarquons tout d'abord que, si a représente un 
vecteur et B un quaternion quelconque, l'expression 
^,k^B est identiquement nulle, puisqu'elle indique la 
partie algébrique d'une quantité vectorielle. Cette ob- 
servation, faite une fois pour toutes, simplifîera beau- 
coup les développements ultérieurs. Il faudra seulement 
se rappeler qu'on pourra ajouter ou retrancher à vo- 
lonté des expressions de la forme considérée, sans ap- 
porter aux quantités aucune altération. 

Cela étant, nous voyons tout d'abord qu'on a 

5 ABC = S(SAB-h Uab)c=:S(13aB.c) 

rr: ScUaB "ZZ dc[6AB -h Uab] = 5 CAB, 

J6 ABC = 6A(6i:C-hUBC)z=SAUBC 

r:=S(ttAC.A) — S(6bC -h UbcJa^zSbCA. 

Ainsi 

( 8 ) S ABC ~ BCA =z 0CAP, 

résultat auquel on aurait pu parvenir, plus rapidement 
peut-être, au moyen de la formule (5), en écrivant 

5. ARC = 6(a.bc) = 6(bc.a) == 6bca = S(b.ca) =r SCAB. 

On a aussi 

5abc = ôaIIbc = — SaUcb =r — 6acb, 

et, de plus, 

(g) SabC =: — 6aCB :=: — 0CBA z= — BAC, 

Ainsi, la partie réelle d'un produit de trois vecteurs 
n'est pas altérée par une permutation tournante des fac- 
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leurs, mais elle change de signe lorsqu'on modifie 
l'ordre autrement que par une permutation tournante. 
Nous avons déjà vu (49) que Sabc représente le vo- 
lume du parallélépipède construit sur OA, OB, OC. Si 



[j^i^^ 



WiyJ'2'>X3)i (^1*^2*^3/ 



sont respectivement les coordonnées de A, B, C, rap- 
portés à un système d'axes rectangulaires, et si nous dé- 
veloppons le produit des trois vecteurs 

on voit immédiatement qu'on aura, en vertu des con- 
ventions fondamentales sur les unités i|, lo, I3, 



(,«) 



JSabc =: 



J^i Xi Jz 



Soit sous cette forme de déterminant, soit au moyen 
des formules précédentes, on voit se confirmer les règles 
sur les signes des volumes, indiquées au n° 49. 

m. Nous avons 

Il ABC = tï(A0BC -h aUbc) Z= a6bC -4- U^aUbC. 



Or 



ABC =r a5bG -4- aU BC, 

CBA= (Scb)ah- (1Icb)a = a5bc — 13bc.a. 



De là, par addition, et en tenant compte de la for- 
mule (4), 

ABC -4- CBA = 2A0BC-f- 2il[AtlBc], 



.1 
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c'est-à-dire 

(il) ABC^-CBA=: 2b ABC. 

Si dans cette formule, tout à fait générale, on per- 
mute les lettres a et c, le premier membre ne change 
pas; donc 

(il) IIaBC ~ bcBA. 

On a aussi 

Uabc — cÔab-*-1)(IIab.c) =c6ab — Iî.cUab, 

UcAB = cSaB -t- ll.cll AB, 

et de là, par addition, 

(13) IIaBC + UcAB zn 2cSaB, 

On peut écrire 

l) . Al)BCr= il)A(BC — Cb) r=r l(tl ABC 4- UCAB — UCAB — UaCb), 

ou, en vertu delà formule (i3) qui précède, 

(14) U.AlÎBCrrr cSaB — bSac. 

En permutant circulairement les lettres a, b, c, puis 
ajoutant, cette formule (i4) nous donne 

(15) iJ(AlJBC-f- bIÏCAH- clJAB)r=0. 

Si nous substituons dans la valeur de Uabc, écrite au 
commencement du présent numéro, l'expression (i4)> 
nous aurons 

(16) 13aBC = a6bG — B6AC-fC0AB, 

formule importante sur laquelle se vérifie immédiate- 
ment la relation (12). En faisant usage, au contraire, 
de la relation ( 1 2 ), on arriverait directement à la formule 
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(i6) au moyen de Tidentilé évidenle 

ABC-f- CBA== a(bC -t-CB) — b(aC -f-CAJ -f- c(aB 4- Ba). 

Enfin, si nous remplaçons ▲ par Hab dans la for- 
mule (i4)f nous obtenons 

U(UabUbc} =:c6[UaB.b) — BS(tiAB.c) z= C0ABB ~ bSaI'C, 

ou 

(17) U(tiABtiBC;zii^B6ABC. 

112. On a 

5 ABC = BaUbc. 

Donc, en verlu des formules (8), 

S(aIîbc-4- bUca +cUab) = 36abc, 
et, par addition avec la formule (i5), 

(18) aUbC 4- bUcA 4- cUaB = 3^ABC. 

Produits de quatre vecteurs. — Décomposition d*un vecteur 
suivant trois directions. 

113. Dans la formule (i4)> remplaçons a par Iîad. 11 
viendra 

(19) ({(UadUbc) = cJ$ADB — B0ADC. 

De là, par un simple changement de lettres, 

\} [IIbcUad] l^ D^BCA — A^BCD, 

et, en ajoutant avec (12), 

o6bca — aôbcd — B0ADC + c6adb = 0, 
relation à laquelle on peut donner Tune des deux formes 

( a6bCD — b6aCD + C$ARD — Di^ABC = o, 

{"^o] { ^ ^ ^ ^ 

^ ' { aSiBCO — dSaBC 4- cSdAB — B0CDA = O. 
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En remplaçant d par x, cette relation peut encore 
s'écrire 

(21) X0ABC = A^BCX -i- B0CAX -h C0ABX. 

Sous celte forme, elle est d'une grande utilité, car elle 
fournit, comme on le voit, le moyen de décomposer un 
vecteur quelconque x suivant les directions des trois vec- 
teurs A, B, c. 

C'est en quelque sorte l'établissement d'un système 
de coordonnées arbitraires ; et en partant de là, il serait 
facile de trouver les formules habituelles de transfor- 
mation d'un système à un autre. 

Si cependant A, b, c étaient coplanaires, la relation (21) 
ne donnerait plus la décomposition indiquée, le premier 
membre se réduisant à zéro; et en supposant quex. A, . 
B, c soient coplanaires, chacun des termes de la rela- 
tion (21) s'évanouirait séparément. 

114-. Les trois vecteurs tlsc, lIcA, Uab ne sont pas co- 
planaires en général. Nous pourrons donc ordinairement 
décomposer suivant ces trois directions un vecteur quel- 
conque. C'est ce que nous allons essayer de faire, et cela 
nous fournira en même temps de nouvelles relations sur 
les produits dans lesquels entrent quatre vecteurs en 
général. 

Écrivons donc 

Xz=:aUBc4- jSUcA -4- yi^AB. 

Si nous opérons par 6. a X, il viendra évidemment 

0AX =a5At>BC = a0ABC, 

et nous aurons deux relations analogues en (3, 7. 

Substituant ces expressions de a, [3, y, dans la va- 
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leur de Xy 

{12) X$ABC=1IbC$AX+ tlcA$BX-h tiABdcX. 

Si nous remplaçons dans celle formule x par d, puis 
si nous eifecluons des pcrmulalions circulaires succes- 
sives en ire les lellres a, b^c, d, nous aurons, par addi- 
tion , 

( a5bCD+ BJ$CI>A + C^DAB + D0ABC 
' i r=:2(bABScD -r- llBcSDA-i- ticD^AB-f- tÏDASBc). 

Donnons encore, sans plus de délails, les formules 
ci-dessous, qui résullent iipmédialemenl des précé- 
denles, 

( ÔABCD=:: 5(a6bG — B^AC -|- cSab) D 

( 24 ) 1 

/ i=:SabScd — SAC0BD-+- SaD0BC, 

/ 6(lÎAB.t>CD) = 6(ab — 6ab)(cd — 6cn) 

(25) I =0ABCD SabÔCD 

= 5aD$BC — dAC0BD. 



Produits de plusieurs vecteurs. 
H5. Reprenons la formule du n^ 48, 

CJ(aB. . .Gh) =: [ l)'*HO. . .BA. 

On peut l'écrire 

J5aB. . .gh — t)AR. . .GH = ( — ij^HG. . . BA . 

Si nous la combinons avec Tidentilé 

5aB. . ,GH 4- UaB. . .GH = AB. . .GH, 

il viendra, d'une manière générale, 

( 26AB. . .GH = AB. . .GH-4- (— i)"HG. . .BA, 
( 2IJAB. . .GH=: \B. . .GH— (— Il'^HO. . .BA. 
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De là encore 

(27) 5aB. . .GH r= ( — IJ^ShC. . .BA, 

{28) bAB. . .GH =r — (— i)«1)hG. . .BA. 

Plusieurs des relations précédemment obtenues ne 
sont que des cas particuliers de celles-ci. 

Rotations. 

H6. Si on fait tourner d'un angle quelconque 2 a, au- 
tour d'un axe a, un vecteur i\i parallèle à cet axe, il ne 
subira aucune modification. En le désignant par r, 
après la rotation, on a donc 



et on peut écrire, par exemple. 



puisque Ri est parallèle à a. 

Si on impose la même rotation au vecteur iij perpen- 
diculaire à A, ce vecteur deviendra évidemment 

Cette expression peut aussi s'écrire 

r'^ =1. A~"R2A*= (cOSa — A sina)RjA*r=i COSaRjA* — sinaARjA* 
zii R2(cosa H- A sina) A"rr: R2A'*, 

car AÏI2 = — BsA, les deux vecteurs étant perpendicu- 
laires (38). 

On voit donc qu'un vecteur r quelconque, pouvant se 
décomposer en Ri et 1127 sera représenté après la rota- 
tion par 

(29) r' =A-*RA*— ^-^ R^, 



si nous désignons par ylle verseur a*, ou même un qua- 
ternion de même axe et de même argument. 

Si nous soumettons à la même opération, non plus un 
vecteur r, mais une biradiale représentée parle quater- 
nion Jiy il est visible que 

représentera ce qu'est devenue la biradiale Ji après la 
rotation. 

C'est dans ce sens, d'une manière générale, que nous 
pouvons considérer l'opération ^~*{ )^ comme re- 
présentant une rotation, quelle que soit l'expression 
géométrique qui figure dans les parenthèses. 

117. Si à une rotation a*' en succède une aulre b-^ 
puis une troisième et ainsi de suite, la résultante sera 
évidemment 

si nous posons ABC. . . = Ç. 

On voit ainsi que la composition des rotations se tra- 
duit par une multiplication de biradiales et que Tordre 
des rotations influe sur le résultat. 

Pour des rotations infiniment petites, a* peut s'écrire 
I -H A a en négligeant les infiniment petits d'ordres su- 
périeurs. La rotation résultante de plusieurs rotations 
est donc, avec la même approximation, 

[l -f- Aa)(l -+- B.3) . . . — H- ASC -+- B,3 -i- . . ., 

si bien que l'axe de cette résultante se trouve représenté 
en grandeur et direction par Aa -f- b(5 H- . . . . 

Nous bornerons là ces notions très sommaires, qui pré- 
sentent surtout un grand intérêt dans les applications 
mécaniques. 
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EXERCICES. 

C9. Trouver la condition pour que les hauteurs d'un tétraèdre 
se rencontrent. 

Soit OABC le tétraèdre (OA =a, OB = b, OC = c). Les 
hauteurs issues de A et de B peuvent s'exprimer, en direction, 
par Ubg, iJcA. Si elles se rencontrent, les trois vecteurs b — a, 
tJ BC, tl CA seront coplanaires. Donc 

J5(b — A)lÎBclJcA=rO, 

c'est-à-dire 

5(B-A)U(bBC Uca)=zo; 
or 

l)(t>BC.l)cA) =— c s bca[ formule (17)], 
et par conséquent la condition devient 

5bc = Sac, (c — b]* — b' — c'r= (c — a)* — a*— c*, 

(c~B)'-f-A«=:i(c--A)»-hB«, 

ou enfin 

gr«BC 4- gr«OA = gr*AC -*- gr'OB, 

ce qui exprime que la somme des carrés de chaque couple 
d'arêtes opposées est la même. Cette condition est nécessaire et 
suffisante. 

70. Si deux tctraèdi-es ABCD, A'B'C'D' sont tels que les 
droites kk\ BB', CC, DD' concourent en un même point 0, les 
intersections des plans des faces correspondantes sont situées 
dans un même plan. 

Posons 

OA = A, OB — B, ... et OA'zrr-î-A, OB'ur^B, 
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Le plan ABC est (60) perpendiculaire au vecteur 

L=lJAB-hUBC-+-lîCA. 

De même A' B' C est perpendiculaire ù 
ou à 

M = 7 t> AB -f- ail BC -f- i^U CA. 

L'intersection des plans ABC, A' B' C est donc parallèle au 
vecteur \) lm, c'est-à-dire [formule ( 1 7)], si on néglige un facteur 
réel, à 

ii'= (3 — yJA -f- (7 — (AB -+- , a — pjc. 

On a de même, par permutations tournantes des lettres, trois 
vecteurs a', b', c', parallèles aux intersections des autres faces, 
et Ton vérifie sans peine que 

Sx'n'c'z=zSB'c'D' = ,,.=zo, 

ce qui montre bien que les quatre vecteurs a', b', c', d' sontco- 
planaires, c'est-à-dire que les intersections sont elles-mêmes 
dans un seul plan. 

71. Soient 0, A, B, C, D, E si jc points quelconques ; ^ay^b^ • • • 
les volumes des tétraèdres BCDE, CDËA, . . . en grandeurs et en 
signes; OA', OB', OC, . . . les projections de OA, OB, OC, . . . 
sur une direction /Lee quelconque OX. Démontrer qu'on a 

i'«0A'4-i^3 0B'H- ... =0. 

Formons la quantité 

a0(BC.BD.BE) = a6(c-b)(d-b)(e-b). ' 
Elle se réduit à 

a6(cDK — DEB -h EBC — BCd). 
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Si nous farinons les quatre quantités analogues et si nous «i jou- 
tons, nous voyons, en tenant compte de la formule (20), que la 
somme s'annule. Donc, à un facteur constant près, 

P/A -f. f'^B -f . . . = o. 

Si K est un vecteur unitaire suivant OX, il nous suffit d'opérer 
par ^ . K X pour que la relation précédente nous donne l'égalité 
en démonstration. 

72. Ou donne trois plans et V orientation du quatrième; dé- 
terminer l'équation de ce dernier plan de telle manière que les 
quatre plans se rencontrent en un même point. 

Soient 

les équations des trois premiers plans, x le vecteur du point 
d'intersection commun ; d un vecteur de longueur quelconque, 
perpendiculaire au quatrième plan. Alors, l'équation de ce der- 
nier plan est de la forme .0dx = d. Mais, en vertu de la for- 
mule (22) et des équations des trois premiers plans, nous 
avons 

X0ABC == «IJbC -f- èbcA 4- cIJaB. 

Opérant par 5i.dX, en tenant compte de la quatrième équa - 
tion, 

dBABc = aSncD -h bBcxo -{- cSabd, 

Cette relation donne la valeur de d, et par conséquent l'cqua- 
tion cherchée. 

73. SI l'on représente les aires des faces d'un tétraèdre par des 
vecteurs perpendiculaires à ces faces et dirigés tous vers Vex- 
térieur ou tous vers l'intérieur y la somme de tous ces vecteurs 
est nulle. 

Soient a, b, c, d les vecteurs des quatre sommets. Les vec- 
teurs représentant les faces ABC, CBD, DBA, ACD seront, au 



facteur | près, Iî(a — b) ( c — b), ... et, en développant ces ex- 
pressions, on voit immédiatement que la somme est nulle. 

Corollaire. — Il en est de même pour un polyèdre quel- 
conque, ce polyèdre pouvant se décomposer en tétraèdres, et les 
faces contiguës donnant lieu à des vecteurs égaux et de signes 
contraires. 

Nous avons déjà démontré plus haut cette propriété (p. 83) ; 
mais il nous a semblé qu'il pouvait être intéressant de la re- 
produire ici, à titre d'application des formules. 

74. Si d'un point ^xe on mène jusqu'à un plan fixe trois vec^ 
teurs rectangulaires quelconques, la somme des inverses des 
carrés de leurs longueurs est constante. 

Soient O le point fixe, D le pied de la i)erpendiculaire OD sur 
le plan fixe, OA, OB, OC les trois vecteurs rectangulaires* 

Posons 

OD = n r=r .rA 4- JB -f- 3c; 
alors (14) 

X -\-X '\- Zzzzl, 

Mais si 6dx = rf est l'équation du plan fixe, on a, en rem- 
plaçant X successivement par a, b, c et en tenant compte de ce 
que les trois vecteurs sont rectangulaires, 

JTA'm JB^rzrZc'rrr d. 

Donc 

,/ I I I \ I I T I 

\A* B* C*y A* B* C* d 



EXERCICES PROPOSES SUR LE CHAPITRE IX. 

Démontrer les identités suivantes j 

1. J6(A-t- B)(nH-c)(c-h A)=r2SABC. 
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3. S.U(UABt>Bc)t>(UBcllcA)U(tlcAllAB] _. - (5aBc)^ 

4. 6(tiBclJcA) = c'6ab— 6bc6ca. 

5. a'b'c'i=(11abc)«-(6abg)^ 

6. a'b«c2z:i--A«(0Bc)«+b'(Sca)2-+-C^(Sab)2 (0ABc)« 

— 26ab5bc0ca. 

7. 6cIJabc =z c*£iab. 

8. (aBc)^=:^ A*b'c*-1- 2ABc6aBC. 

9. 5 ( U ABC 1) BGA U CAb] = .{ ^^>* ^^^^^'^ ^^B^- 

10. Sax5bcd — 0BX0CDA 4- 5cx6dab — 6dx6abg =i o. 

11. (aBc)«=2A«B«c2+;,«(bc)* 

-f B*(Ac)*-f c*(ab)-— 4ac6abSbc. 

( Hamilton.) ' 

12. dUaBC -h aUbCD 4- BbcDA + G U DAB = 4^ABCD. 

13. L'expression 

UabUcd 4 t)Aclli)B 4- IIauIIbg 

représente un vecteur. Interprétation géome'trique. 

(Tait.) 

14. Le volume d'un tétraèdre ABCD peut se rapporter à un 
point fixe O quelconque en l'écrivant 

OAEC — OBCD -h OCDA — ODAB. 

15. Si les quatre points A, B, C, D sont coplanaires et si a, p, 
y, $ sont les aires des triangles BCD, CDA, . . . , on a 

A« — B^ -f Gy — D(^ == o. 
L. — Quaternions» I2 
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16. Exprimer la relation entre les côtés d'un triangle sphé- 
rique et les angles opposés. 

17. OABC est un tétraèdre, X un point de la face ABC; on 
mène XAi,XB|,XCi parallèles à OA, OB, OC jusqu'à la ren- 
contre des faces opposées. Démontrer qu'on aura 

XA, XB, XC, 

' H H = I . 

OA OB OC 

18. ABCD est un tétraèdre, un point fixe; on joint AO,... 
qui rencontrent les fiices opposées en Ai, ... . Démontrer qu'on 
aura 

OA^ OB, OC, OD, _ 
~ÂJ[ "^ Wi "^ CCi '^~ dd7 "" ' ' 

19. OX, OY sont deux demi-diamètres conjugués d'une el- 
lipse; il en est de même de OX',OY'. Démontrer que les 
tri;ingles XOX', YOY' sont équivalents. 

20. La pression étant uniforme dans une masse fluide, tout 
corps immergé, de forme polyédrique, ne peut être soumis à 
aucun couple par le fait des pressions. 

21. Trouver les conditions pour que trois plans, dont on 
donne les équations, se coupent suivant une ligne droite. 

22. Former l'équation de la surface décrite par une droite 
qui reste toujours perpendiculaire à une droite donnée, en s'ap. 
puyant sur deux droites données. 

23. Former l'équation d'une droite rencontrant à angles 
droits deux droites données. 

24. Soient 

€x --n: €a = QLb r= I et Jï5abX==:0. 
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Montrer qu'on a 

5.U(x-a)U(x-- B)l=i/-(l-6AB). 

Interprétation géométrique . 

25. Deux points se meuvent uniformément en ligne droite. 
Étudier le mouvement relatif de l'un par rapport à l'autre. Dé- 
terminer l'instant où la distance des deux points est minimum. 

26. Une droite de longueur donnée se meut en s'appuyant 
sur deux circonférences dans le même plan. Trouver Téquation 
du lieu que décrit un point de cette droite. 

27. Lieu des points d'où une droite de longueur donnée est 
vue sous un angle donné. 

28. Discuter les courbes représentées par l'équation 

A -f- .rB -4- x*c 

X=: --> 

A, B, G, a^ b, c étant donnés. 

29. Toute rotation peut se décomposer en deux autres d'une 
demi-révolution chacune. 

30. Donner la formule générale des rotations successives 
autour de trois axes rectangulaires. 
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CHAPITRE X. 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



Équation générale du premier degré. 

H8. Une équation du premier degré, par rapport à 
un quaternion inconnu A", est celle qui contient ce qua- 
ternion à la première puissance, avec des qualernions 
connus, soit isolément, soit sous les caractéristiques 
6 ou D. 

Cette équation aura donc la forme 

Le troisième terme rentre dans les deux premiers si 
Ton remplace \^A"XB" par A"XB"—QA"XB", de 
sorte qu'on a 

(i) lAXB-hlC.SA'XB' = F. 

Pour résoudre celte équation, on décompose les qua- 
tcrnions en leurs parties réelles et vectorielles. Des cal- 
culs faciles, bien qu'un peu longs, et dans le détail 
desquels nous n'entrerons pas ici, montrent que la 
partie réelle Xq et la partie vectorielle x du quater- 
nion X s'obtiennent séparément, savoir : A"o parles pro- 
cédés les plus ordinaires quand on connaît x, et x par 
une équation de la forme 

(?) IbSax -hll(?x=ic. 
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Toute la question est donc ramenée à la résolution de 
cette équation, dans laquelle l'inconnue est maintenant 
un vecteur. 

H9. Désignons par <ï»x le premier membre de Téqua- 
tion (2). Cette fonction est du premier degré en x et 
représente un vecteur : nous dirons que c'est une fonc- 
tion vectorielle et linéaire. 

Si par le symbole *""* nous représentons la fonction 
inverse de *, c'est-à-dire telle que *~*(*x) =x, nous 
voyons que, l'équation (2) pouvant s'écrire *x = c, on 
en tirera x = *""* c. Le problème consiste donc à déter- 
miner cette fonction inverse 4»~*. 

Remarquons en passant que les opérations *"' et 4» 
sont commutatives, ce que nous exprimerons symboli- 
quement par la relation 

Principales propriétés des fonctions 4>. — Fonctions conjuguées. 

120. Toute fonction *, définie par le premier membre 
de l'équation (2), jouit évidemment, d'après sa forme 
même, des propriétés suivantes : 

I°*(xH-Y + ...)=*X-f-4>Y-f-.... 

2*^ rf<ï>x= *rfx; cette propriété est une conséquence 
immédiate de la précédente. 

3" ^a^=:^ a^x, a étant une quantité réelle. 

121. La fonction <ï>(*x) sera représentée par ^^x. 
De même l'application, n fois répétée, de l'opération 
représentée par cette fonction * sera désignée par <ï>'*x. 

Par analogie *~* (*""*x) = ^-s^^ et ^^ général nous 
aurons le symbole *~''x. 
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Il est clair que 

Tordre des opérations n'influant d'ailleurs en rien sur le 
résultat. 

122. Reprenons la fonction vectorielle 

(3) ♦x = 2b0ax-|-UÇx; 

opérons par^. y X, y étant un autre vecteur quelconque. 
Il viendra 

= 20xa6by-}-j6y(Ço-*- Qt)x 
= lBxABnY -h BxlQo-- Ç/)y, 
ou 

J6Y*X = 5x(2ASBY + ttQY), 

c'est-à-dire 

(4) 5y*x = 0x*'y, 
si nous posons 

(5) «'y — 2A0BY-h IïQy. 

La fonction *' est dite la conjuguée de *; elle en dif- 
fère, comme on le voit, par l'échange des lettres A et b, 
et aussi par le changement du quaternion Q en son 
conjugué. Il est évident que réciproquement * est la 
conjuguée de *', par cette définition même. 

La propriété caractéristique des fonctions vecto- 
rielles linéaires conjuguées se trouve définie par la rela- 
tion (4). 

123. Lorsque *'= *, on dit que la fonction * est 
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conjuguée à elle-même . S'il n'en est pas ainsi, on a, par 
la définition (4), 

la propriété s'appliquant à tous les vecteurs possibles. 
Donc, ajoutant avec (4), 

J6y(* + *')x = 5x (* + *') Y, 

ce qui montre que la fonction * -h *' est toujours con- 
juguée à elle-même. 
De plus, 

J5x*X=:0X*'x ou Sx(<Ï» — *')x=:0. 

Donc (* — *')x est perpendiculaire à x, ou 

(* — *')x=tlDX. 

Par conséquent, 

*X r=i(<I) + 4>')X -h {(<!> — *')X = K* + *')X + |tlDX. 

Cela nous montre que toute fonction vectorielle et 
linéaire de x ne diffère d'une fonction conjuguée à 
elle-même que par un terme de la forme tJnx. 

Si la fonction * est conjuguée à elle-même, le vec- 
teur D s'annule évidemment. 

L'application successive des deux opérations *, V, 
répondant à des fonctions vectorielles et linéaires, a 
pour résultat une nouvelle fonction linéaire et vecto- 
rielle, comme on le voit immédiatement par le calcul en 
développant les termes. 

Cela étant, la fonction **', comme * -+- *', est con- 
juguée à elle-même; car, d'après (4), 

0X**'y =r 6*'y*'x ::= 0*'x*' Y ztl 6y*«Î»'x. 
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Remarquons enfin que la fonction ^ -i- g est vecto- 
rielle et linéaire, comme*, et que sa conjuguée est^'-f-g", 
si celle de * est *'. 

Nous bornons là, pour Tinstant, l'énoncé des nom- 
breuses et intéressantes propriétés que possèdent les 
fonctions *. 

Inversion de la fonction «. — Première méthode. 

124. Tout vecteur, en général, peut s'exprimer par 
la somme de trois vecteurs non coplanaires quelconques, 
multipliés par des coefficients réels. Or x, *x, *-x sont 
généralement non coplanaires. On pourra donc exprimer 
le vecteur ^•'^x sous la forme 

(6) *^\ ==:ÀX -f- a*x -h v*'x. 

Si l'on opère sur cette relation par *~*, c'est-à-dire si 
l'on remplace x par *~*x, on aura 

♦ -X ::= X<Ï»-^X -h pX -f- V*X, 

(7) — >*-*X rrrpx -f-v<ï»X — <ï»'x. 

La fonction <ï»""* se trouve donc exprimée ainsi au moyen 
d'opérations directes. 

Les quantités réelles X, (ut, v, indépendantes de x, pour- 
ront se déterminer en remplaçant successivement x par 
trois vecteurs connus quelconques, et en résolvant les 
trois équations résultantes. 

125. Il reste à voir que cette solution générale s'ap- 
plique également aux cas particuliers qui peuvent se 
présenter. 

Tout d'abord, si *x est parallèle à x, et par consé- 
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quent de la forme Ax, on aura *^x = A^x, c'est-à-dîre la 
relation (6) lorsque [xelv sont nuls. 

Si X, *x, *-x sont coplanaires, on peut écrire 

d'où 

<t>^X=:p<t>X -{- qi>-X=zp/jx -h [p -h fJ-]^Xy 

ce qui rentre encore dans la formule (6), dont Tusage 
est ainsi tout à fait général. 

Si dans Téquation (7) on avait X = o(ft^o), on au- 
rait, en opérant encore par *""', 

— |X $~* X =: V X — * X. 

Si X = o, p. := o, il vient enfin 

v4>~*X =: X. 



EXERCICE. 

75. Effectuer V inversion de la fonction 

*x — — a\\^Si^ii— a\\^S^x — «I13613X. 

Cette fonction particulière a une grande importance dans l'élude 
des surfaces à centre du second ordre. 

Si nous y remplaçons successivement x par i^, I2, I3, nous 
avons 

*Il=«îllt *l2=«|l2» *Ï3==«3Ï3- 

De là, 

4»'ij=:<7jii, . . . , et de même *^ii=«Jip.. . 

L'équation (6) nous donnera donc 
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Donc a\, a\^ a] sont les racines de l'équation 

et, par conséquent, 

On aura ainsi 

relation qui peut encore s'écrire 

On en tire 

alalal^-'x=(alal-i-alal-hala\)x 

— {al -h al + /z|)*x-h*'x, 

c'est-à-dire Tinversion de la fonction * ou la solution de l'équa- 
tion *x=:c. 



Inversion de la fonction «. — Méthode d'Hamilton. 
126. Soient l, m deux vecteurs tels qu'on ait 

(8) *X = tlLM; 

on tire immédiatement de là 

Sl*X = 0, J6M*Xrrr0, 

et, par Tintroduction de la fonction conjuguée *' (122), 
Le vecteur x est donc perpendiculaire à *'l et à *'m, 
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c'est-à-dire à Taxe du quaternîon *'l*'m. Ainsi, 

(9) mX ==z tl*'L*'M. 

Or, d'après la relation (8), x = *""' tiLM; donc 

(10) /W*-*tlLM =: tl*'L*'M. 

Il s'agit à présent, pour tirer de là l'inversion de *, 
de déterminer la constante m et d'exprimer le second 
membre en fonction du vecteur Ulm. 

Soit N un vectçur quelconque, non coplanaire avec 
L et M. Opérons sur (10) parS.^'wX, en tenant compte 
des relations précédentes et de la propriété fondamen- 
tale des fonctions conjuguées ; nous aurons 

m0.*'w*-*tlLM=:0.*'lftl*'L*'Mi=/?î0.N**-*ULII 

— m0LMN = m0(llLM.lî) =0(*tl*'L*'M.N) 

Delà 

II m ~ ^ . 

^ 0LMN 

Celte quantité m est indépendante des valeurs parti- 
culières de L, M, N. En effet, si on remplace l par l -H zm, 
le numérateur et le dénominateur restent séparément 
invariables. Donc on peut ainsi, par des modifications 
successives, amener les vecteurs l, m, n à trois valeurs 
quelconques, sans que m soit altérée. 

Changeons maintenant* en 4» -f- g- dans l'équation (10), 
g étant un nombre réel quelconque. Si nous appelons nig 
ce que devient la constante m par cette transformation, 
nous aurons 
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en posant pour Tinstant 

sauf à étudier tout à l'heure ce qu'est cette fonction Y 
D'après la relation (ii), nous avons 

77i| et m2 sont deux nouveaux coefficients réels, dont les 
valeurs 

(.4) / !'•"'' 

m^'=z — ^ 

sont, tout comme m, indépendantes de l, m, n. 

Actuellement, substituons à nig sa valeur dans la re- 
lation (12), puis opérons par ^-f-g", et il nous restera 
l'égalité 

c'est-à-dire, en supprimant les termes identiques et 
identifiant les coefficients de g et de g^^ que nous au- 
rons les deux égalités symboliques 

(i5) w, r= *Y + /w *-S /Tij— <ï»-hT. 

La seconde nous donne T = m^ — * et nous monlre, en 
conséquence, que la fonction Y est, elle aussi, vecto- 
rielle linéaire. 

De plus, l'élimination de ^ entre les deux équa- 
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lions (i5) donne 

(i6) m^~^=zt?ii — Wj* + **. 

Cette dernière équation symbolique nous fournit la so- 
lution complète des équations vectorielles linéaires par 
la méthode d'Hamilton, que nous venons d'exposer. 

127. Tout le problème, on le voit, se ramène à la 
détermination des valeurs réelles m, 77/,, /nj. Lorsque 
ces coefficients sont déterminés, Téquation symbo- 
lique (16), et par conséquent 

(17) *' — /;î2*^+Wi* — m=zo, 
est satisfaite, c'est-à-dire qu'on a 

(18) (*'— mj*'-f-/Wi* — m)x=io, 

quel que soit le vecteur x. 

Si nous formons l'équation du troisième degré 

(19) s^ — m^s^ -h ffîis — /;/=ro, 

et que nous en appelions les racines ^j, ^2, ^3, l'équa- 
tion ci-dessus pourra s'écrire sous forme symbolique : 

(CÎO) ($ _ ^,) (4, _ .v^) .'<ï, -_. 53) — o. 

Directions principales. 

128. Cherchons la condition pour que x soit parallèle 
à *x, c'est-à-dire pour que l'opération * appliquée à un 
vecteur n'en altère pas la direction. Nous devrons 
avoir 

(21) ^x = z\ oa l)x*x=rzo. 



Delà 

et par conséquent; en substituant dans Téquation fon- 
damentale (i8), 

( s' — m, z^ -h fniz — w ) X = G, 

si bien que z doit être l'une des trois racines StyS^^s^ de 
Téquation (19). 

L'une de ces racines au moins est réelle, puisque l'é- 
quation est du troisième degré. Supposons pour un in- 
stant qu'elles le soient toutes les trois. 

La solution du problème sera donc donnée nécessai- 
rement par Tune quelconque des directions X4,X2,X3 
qui satisfont aux conditions 

(^2) (*— Ji)Xi — o, ^*— Jj>2 = 0, (* — JjiXjr^o. 

Décomposons x, vecteur quelconque, suivant ces 
trois directions X| ,X2, X3, que nous appellerons directions 
principales. Nous aurons 

(23) X = «1X1 4- ajXj-h «3X3. 

Opérant par * — Si, en tenant compte des condi- 
tions (22), 

( * — Jj ) X =r a^ (.^2 — Ji ) X, -f- «3 ( J3 — Si ] X3. 

Ainsi, l'opération ♦ — ^1 fait perdre à un vecteur x 
quelconque sa composante parallèle à Xi . 
Opérant de nouveau par * — 5,, il vient 

, et de même 

(24) l 

' (* — .^i) i * — ^3 ; X = «2(^2 — ^1) (•^2 - ■^3)Xîi 
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Les trois directions principales sont donc fournies par 
les expressions suivantes, quel que soit x, 

/ (* — 5i)(*— jj)x,^ 

(25) I (*— ^^)(*— S^)X, 

toutes les fois que les racines Si, s^^ s^ sont inégales. 

Il importe d'établir qu'on aura bien ainsi toutes les 
directions. En d'autres termes, il n'y a pas deux direc- 
tions différentes qui puissent donner, par exemple, 

( * — ^1 ; Xl ~ O, ( * — J, ) Yi zn O. 

En effet, si une pareille direction ¥< existait, en de- 
hors de Xi, nous décomposerions x suivant Yi,X2 et X3, 
et, formant la quantité (* — ^^i){^ — 53)x, comme ci- 
dessus, nous aurions 

d'où l'identité 

(26) ai (^1— s^)[s^- 53) X'i := ^1 [s^ — s.^)[s^ — s.,] Y,, 

qui ne peut subsister, Xj et y^ ayant des directions dif- 
férentes, qu'autant qu'on a 

S^=zS^ OU 51 = ^3, 

c'est-à-dire que si les racines ne sont pas différentes les 
unes des autres. 

Prenons maintenant l'hypothèse de deux racines 
égales, 5, = ^3 par exemple. Si nous opérons par * — s^ 
sur l'équation (sS), nous aurons 

(3.7) (* — .^2)X— «1(^1— J2)Xi, 

en admettant que la direction X3 satisfasse, comme X|^ à 
la condition *x==5jX. 
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Donc la direction Xj sera donnée par (* — ^a) x, quel 
que soit x. 

Si nous opérons au contraire par * — s^ surcette môme 
équation ('i3), il vient 

(28) {* — .îi)x=(yj— Jt)(ajXj-i-a3X3). 

Ainsi, un vecteur quelconque v dans le plan (X2X3) 
est donné en direction par ( * — ^1 ) x, quel que soit x. Il 
est d'ailleurs évident que tout vecteur dans ce plan sa- 
tisfait à la condition (* — S2)y = o. 

Enfin, si les trois racines ^1,^1,53 sont égales, il est 
clair qu'en opérant par * — s^ sur Téquation (aS), on 
obtient 

c'est-à-dire que tout vecteur de l'espace est une direc- 
tion principale. 

Dans le cas où deux racines seraient imaginaires, on 
n'aurait plus qu'une seule direction principale au lieu 
de trois. Les autres, substituées dans les formules (20), 
donneraient, comme directions, des bivecteurs (*). 

129. Dans le cas où les racines de l'équation (19) sont 
réelles et inégales, les trois directions principales Xi, X2, 
X3 forment un trièdre, que nous pouvons appeler trièdre 
principal. 

Puisque nous avons identiquement (* — 5i)xi=:o, 
nous aurons aussi 

(29) ^x(* — ^l)Xl^O, 



(') Hamilton et Tait désignent respectivement par bivecteurs eibiqua^ 
tentions des expressions de la forme a ^ b ^ — i et jé -h B ^ — i, ^ — i 
étant Tunité imaginaire de l'Algèbre ordinaire. 
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quel que soit x; c'est-à-dire, en verlu de la relation (4) 

(3o) JSiXi(*' — Ji)x=:0. 

Ainsi, tout vecteur de la forme (*' — 5i)x est perpen- 
diculaire à Xi. De même, tout vecteur (*' — ^2)^ est 
perpendiculaire à X2. 

Par conséquent, le vecteur (*' — 'yi)(*' — ^2) "^9 dont 
nous désignerons la direction par X3, est à la fois per- 
pendiculaire à Xj et Xj. 

De même les directions 

(4.'^5i)(<ï»'-^3)x et (*'-52)(4>'-53)x, 

ou Xj et x'^ sont perpendiculaires aux plans (X1X3) et 
(X2X3) respectivement. 

Le trièdre formé par x', , Xg, Xg est donc supplémen- 
taire du trièdre principal. Nous pourrons l'appeler 
trièdre principal conjugué. C'est le trièdre principal de 
la fonction *', et il est manifeste que le premier est, réci- 
proquement, le conjugué du second. 

130. Supposons maintenant que la fonction consi- 
dérée. * soit conjuguée à elle-même. Nous allons démon- 
trer qu'alors les trois racines de l'équation (19) sont 
nécessairement réelles. 

Soit en effet Sy^ ■+- 1^ \j — i l'une de ces racines, et ap- 
pelons Xi -f- Yi y — I la valeur qui en résulte, en vertu 
de la première équation (24), pour le bivecteur corres- 
pondant. 

Nous aurons, en vertu de la première relation (22), 

relation qui se dédouble de la manière suivante : 

*Xi=i5,Xi — /lY,, *Vi=: JiYj-f-^lXi. 
L. — Quatemions. 1 3 
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Opérant respectivement par ô . Yj X et 6 . Xi X, puis 
retranchant membre à membre, nous aurons, en appli- 
quant la formule (4 )> 

Xt et Yi ne s'annulant pas tous deux, il faut donc fi= o, 
ce qui démontre bien la réalité des racines de Téquatiôn 
en s, 

131. Soit toujours une fonction * conjuguée à elle- 
même et appelons comme ci-dessus Xi, X2, X3 les direc- 
tions principales, qui seront toujours données par la 
même méthode, mais qui, toutes trois, seront ici néces- 
sairement réelles. 

Nous aurons encore l'équation (29), mais nous en dé- 
duirons, au lieu de (3o), 

{3i) [Bxi(* — 5i)x = o, 

quel que soit x. 

Or, d'après les formules (aS), les directions X2 et X3 
sont de la forme (* — ^1 ) x. Donc Xj est à la fois perpen- 
diculaire à X2 et à X3. On établirait de même que X2 est 
perpendiculaire à x-^, et Ton voit, par conséquent, que le 
trièdre principal est trirectangle. Il est d'ailleurs évi- 
demment identique avec son conjugué. 

132. Si l'on écrit encore x, comme plus haut, sous la 
forme 

X = «iXi + «2^2 H- a3 X3, 

on aura 

*Xr=«i*Xi+ «2*X2-f- «3^X3, 

c'est-à-dire, à cause des relations ( 22), 

(32) *X = .Vja|Xj H- 52«2Xj-f- ^3«3X3 . 
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On pourra donc, en vertu de la relation (21) du Cha- 
pitre IX (p. 169), en prenant pour A, b, c les trois direc- 
tions principales, mettre toute fonction vectorielle li- 
néaire sous la forme 

(33) *X=r: J^Xi 6X2X3 X -f .fjXj^XsXiX + 53X3SX1X2X. 

Si Ton adopte pour directions des unités imaginaires 
iijis^U les trois directions orthogonales Xi,X2,X3, dans 
le cas d'une fonction conjuguée à elle-même, on pourra 
mettre cette fonction sous la forme 

(34) *X == — JiIjSljX — • S^\^$l^\ — ^3l3 0l3X. 

Il est possible de tirer de là une transformation im- 
portante et de mettre la fonction considérée sous la 
forme 

(35) *X =:/x 4- wtl(li -f- //l3)x(li — «la). 

En développant le second membre, après avoir rem- 
placé X par «il, -I- «2 12+ «3I3, remplaçant $x par 

puis identifiant, on trouve par un calcul facile 

f j z=: / — m — m/ï^, 

s^-=: L -\- m — /w/î*, 

*3 = / -f- m + w/z'. 
Delà 

« -^3—^2 , -^1 + ^3 ^ *2 ^1. 

*2 — «^1 2 2 

On a donc une valeur réelle pour n si Ton a choisi 
pour II et I3 les directions principales correspondant à 
la plus grande et à la plus petite des trois racines de 
l'équation en s. 
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Cette transformation a de Tintérét au point de vue des 
applications géométriques. 



EXERCICES. 
76. Résoudre V équation 

tlAXB = C. 

Dans cet exemple et dans quelques-uns de ceux qui vont 
suivre, on pourrait certainement, par des procédés particuliers, 
obtenir la solution beaucoup plus simplement que nous n'allons 
le faire; mais nous tenons par-dessus tout à employer la mé- 
thode géne'rale d'flamilton, notre but étant, par ces exercices, 
de familiariser le lecteur avec cette méthode. 

En posant *x=:tJAXB, on reconnaît immédiatement que 
6y*x = 0x*Y, de sorte que *x r= *'x. Donc, d'après la for- 
mule (iij, 

6(tlALBtlAMBt)ANB) 
m =: • 

Blmn 

Prenons pourL, M,if les vecteurs non coplanaires a,b,c. Alors 
il viendra 

A*B»5(BAbACBl 

m r= 7 '-* 

JbABC 

Mais (111) 

bAGB=: A$CB — C0AB -f- B0AC, 

et de là 

m = a'b'Sab. 

On trouve ensuite, en vertu des relations ( 1 4 ) » 

/72i= — A*B*, m^rr-. — Sab. 
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iQtroduisant ces valeurs dans la formule (i6), 

a'b*SaB*-*C = — A*B«C + 0ABt)ACB + U(AtlACB.B 
:== — A*B-C -f- AB*0AC -f- BA^J6bG, 

en développant Dacb. 
Donc 

^ , — C -I- A~*iÏAC -I- B"*5bC 

j6ab 
Il est facile de ve'rifier cette valeur. 

77. Résoudre V équation 

tÎABX ==: c. 
Ici la fonction 

* X :=: b ABX 

n'est pas conjuguée à elle-même. On a 

^'x = Uabx = tosAX. 
Prenons encore pour l, m, n les trois vecteurs non coplanaires 

A, B,C. 

Le calcul nous donnera, par des transformations faciles et 
dëjfi connues, 

/?2=a'b*6aB, /W, = 2(6ab)'-J- A*b', ^2= 36aB; 

et, en substituant dans la formule (i6], on obtiendra 

a'b*J6 AB.X =— 6aC.B-A-|- [20AG45aB — A^ÔBCJB -f- A*b'c, 

formule qui nous donne la solution. 

Dans cet exemple comme dans le préce'dent, nous laissons 
de côté le cas de a, b, c coplanaires, qui est beaucoup plu 
simple. 

78. Résoudre V équation 

b EX = c. 
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Voici un premier mode de solution très simple. On a 

quelle que soit la quantité réelle h. Donc 

IIbx = 1Ie(x — Ae-1 ) =: c, 

c*est-îi-dire un vecteur constant, indépendant de A. Donc le qua- 
ternion e(x — //e"*) est de la forme 

B ( X — h E~^ ) = r -f- C, 

tant un nombre réel arbitraire. De là 

Ex = ^4-c-f-c = ^-l-c et X=r E~* ( /• -4- c J . 

Appliquons maintenant la méthode générale. Choisissons pour 
L, M, V les trois vecteurs e, c, \) ec = eg. On a 

*X = tlEX, .*'x = tlxE. 

En formant, d'après cela, les valeurs de m, /Wi, m,, on trouve 
aisément 

m = 0, /Tii = — e', m^ = G, 

et, par conséquent, Téquation symbolique (17) devient 

4,3 _ E* * =z G. 

Alors, opérant par *~', 

Mais, si *""*o = z, on a 

*îz=:ll(EtlF.z)=o, 
ou encore 

e' z — E 6 EZ =r E ( F.Z — 6 EZ ^ := O. 

Donc 

IJez m o, c'est-à-dire z = — /e. 
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Par conséquent, 

79. Résoudre l'équation 

a5bx-1- a'0b'x 4- a"5b*'x = c. 

Cette équation peut être regardée comme le type des équa- 
tions linéaires vectorielles. Toute équation de cette espèce peut 
être ramenée à cette forme, comme on le reconnaît facilement 
en décomposant x suivant les trois directions \S b' b", tï b'^b, tl bb' , 
non coplan aires. 

J^e premier membre étant désigné par *x, nous aurons 

*'x = bôax+b'Sa'x + b"Sa"x. 
Prenons pour l, m,n les trois vecteurs a, a', a". Alors 

<Ï»'a =bSaA -f-B'ÔA'A +b'^5a"a, 

*'a' z=z b0a'a -+- b'Sa'a' + b"0a''a', 

*'A"=:B0A"A-i- B^0a'a"-+- b"5a%". 

Delà 

0AA a' A a'' A 

0(*'a'.*'a'.*'a'') = 0bb'b"| 0a'a 0a' a' 0a'' a' 

0a''a 0a' a'' 0a'' a" 

En calculant le déterminant, on trouve qu'il a pour valeur 

-0A[A0(A'A"tiA'A")-f-A'0(A"AUA"A)4-A"0(AVt)AA')]. 

La quantité entre crochets, comme on peut le reconnaître par 
le calcul, est égale à 

-0[At)(A'A"0AA'A")] = -(0AA'A")2. 

Par conséquent, 

7W=r-0AA'A''0BB'B". 
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Formant aussi les valeurs de /w, et /Wj, on trouve 

mi=:0(tiA'A''llB'B^4-tiA"At)B"B-hUAA'llBB'), 
/W2 = fi(AB + a'b'+ A*'b*'). 

On a ainsi, pour la solution cherchée, 
— ^aa'a'^.Sbb'b'^.x 

= -0(tiA'A"tiB'B"4-tlA"At)B''B+UAA'tlBB') 
— Ô( AB -f- a'b' + a'^b" ) *C + *«C, 

ou encore, les calculs effectue's, 

6AA'A"j6BB'B'^X=:tiB'B"SA'A"c-f-tlB"B0A"AC4-t)BB'0AA'c. 

On serait arrivé beaucoup plus Hicilement à ce résultat en 
opérant successivement sur Téquation donnée par 0a'a"Xi 
J5a"aX, 6aa'X. 



EXERCICES PROPOSÉS. 

1. Résoudre l'équation 1)axb=: IJacb. 

2. Résoudre l'équation ax -f xb = c. 

3. Résoudre l'équation x -f- axb =: ab. 

k. Résoudre l'équation axa— ^ -h bxb~^ =z cxc"*. 

5. Résoudre l'équation axbx = xaxb. 

6. Résoudre réquation AXBX =: xbxa. 

7. Résoudre l'équation a0bx -! b^ax — a^bx^: c. 

8. a, b, c étant trois vecteurs unitaires orthogonaux, démon- 
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trer qu'on a 

0(lJA*AtlB*Bbc*c)z= — /W0B*'-U0b(* — *' ) A, 

et par suite que cette expression est nulle si la fonction $ est 
conjuguée à elle-même. 

9. Trouver les valeurs de 

2t)(llA4>A.t)B$B), S6(11a$a.11b^b) et I;a0a4>a, 
dans l'hypothèse de l'exercice précédent. 

10 . Trouver la condition pour que deux opérations, repré- 
sentées par les fonctions * el Y, soient commutatives. 

1 1 . Démontrer qu'on a 

^ ' 6(x*x**x) 

12. Exprimer Dx*x en fonction de x, *x, *'x et, d'après le 
résultat, trouver les conditions pour que * x soit de même di- 
rection que X. 

13. Connaissant les coefficients de l'équation cubique fonda- 
mentale en *, trouver ceux des équations cubiques fondamen- 
tales en **, *^, . . . , *'*. 

14. Démontrer les relations 

*(tlA*'A) — /ntlA*'-*A=r O, 
(* -f- W2)IÏA*'a = 1)a*"a. 

15. Démontrer que les équations cubiques fondamentales 
en *T et en M'* sont les mêmes. 

16. Trouver les fonctions linéaires inconnues * et *i d'après 
les relations 4> + *ii= •«}', **i= /• 
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17. Montrer que la valeur de 

Il (*aTa -h *bTb 4- *cTc) 

reste constante, quel que soit le système des vecteurs unitaires 
orthogonaux a, b, c. 

18. La fonction * est conjuguée à elle-même et x, y sont 
deux vecteurs quelconques. Démontrer que les deux équations 
suivantes sont des conséquences Tune de l'autre : 



X 


tlY*Y 


•(Sx*x**x)^ 

Y 


[6y*y*5y)' 
Dx*x 


(Sy*Y*2y)^ 


(5x*x*«x)^ 



De l'une comme de l'autre on tire 

(5*x*y)^— Sx*x*-x.Sy*y**y. 

19. Soient 

x=: j^iii-!- X,ij4-.r3i3 
et 

*x =«iï,5ijX -f-flrjijSïjX-h^jig^ijX. 

On propose d'écrire sous la forme cartésienne les équations 
suivantes ; 

^*x=ri, Sx*«xi= — I, ^x(**— x*)-»x = — I, 
tx=ii€*lllx. 

20. Résoudre les équations simultanées 

5ax = o, 5ax*x=^o. 

21. Résoudre les équations simultanées 

SaX r= G, £ix*X-r::^0. 
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22. Montrer que pour toute fonction vectorielle linéaire 
conjuguée à elle-même * on peut écrire 

a, b, c, x^Xi ^ étant des nombres réels et ^^x deux fonctions 
vectorielles données. Discuter ce résultat. 
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CHAPITRE XI. 

LES SURFACES DU SECOND ORDRE. 



Équation générale des surfaces du second ordre. 

133. Écrivons sous la forme cartésienne Téquatlon 
générale des surfaces du second ordre 

( -f Cj,ri -f- c,.r,-f CjXa-f /=:o. 

Soient X le vecteur d'un point quelconque delasurface 
et Ai, A2, A3 des vecteurs unitaires dirigés suivant les 
axes coordonnés. Nous avons, par la formule (21) du 
nM13, 

X0AiA,A3 = AjSAjAjX -f- Aj^AjAiX -+- AjSa, AjX, 

c'est-à-dire, en posant 



tl 


Us A3 
A1AÎA3 


= Bi, 


Ua,a, 

^AiAjA3 


tÎA.A, 

6AiA,A3 


'•) 


X 


= A,e 


BiX 4- AjSb 


iX 4- A3SB3X. 


Donc 











Bj, 



Si nous remplaçons a:i,:r2, J^s par ces valeurs dans 
Téquatîon (i), nous obtiendrons des termes des formes 
(0Ax)^, Sax 0BX et 6 ex, plus un terme tout connu. 
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La première de ces formes étant un cas particulier de 
la seconde, il en résulte que l'équation la plus générale 
de Téquation des surfaces du second ordre peut s'écrire 

(3) l$k\$BX-hScX=zg. 

Si nous transportons l'origine en R, en remplaçant x 
par X -h R, l'équation deviendra 

20Ax6BX-i- 0x[2(ASBR-f.B0AR) + c] + 25aR0BR = ^. 

Si maintenant nous déterminons le vecteur r par l'é- 
quation vectorielle du premier degré 

(4) 2(a6bR +bSar) +C:i= O, 

que nous avons appris à résoudre dans le Chapitre pré- 
cédent, l'équation se réduira à la forme 

(5) 2ÔAXÔBX— /*, 

et il est évident que l'origine est un centre, puisque 
l'équation n'est pas altérée quand on change x en — x. 
Dans ce qui va suivre, nous nous restreindrons exclu- 
sivement à l'étude des surfaces à centre unique, c'est-à- 
dire aux cas où l'équation (4) admet une solution et une 
seule. 

Équation d'une surface à centre unique, rapportée à son centre. 

134. L'équation (o) du numéro précédent peut s'é- 
crire 

(1) 5x2(a6bX -f-BÔAx) — 2^ 

OU, en divisant par a/z, ce qui n'a pour effet que de 
modifier les modules des vecteurs constants, 

(2) 6x2(aSbX -f- B0AX) zrrl. 
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Posons 

(3) *\"_ 2(ASBX-i-BSAx). 

La fonction *x rentre évidemment dans la classe des 
fonctions vectorielles linéaires que nous avons étudiées 
dans le Chapitre précédent, et elle est conjuguée à elle- 
même. 

L'équation (2), par l'introduction de cette fonction *, 
prendra alors la forme très simple 

(4) 0X*X=:i. 

On remarquera l'identité de forme avec l'équation que 
nous avons obtenue en étudiant l'ellipse au Chapitre VL 
Les fonctions * que nous avons rencontrées alors et 
celle qui figure dans la présente étude ne sont que des 
particularités de la fonction vectorielle linéaire générale 
du Chapitre X. 

Plan tangent. 

133. Prenons un point sur la surface, puis donnons 
au vecteur de ce point un accroissement quelconque dx. 

Nous aurons, en différentiant l'équation de la surface 
et en tenant compte de ce que la fonction * est con- 
juguée à elle-même, 

S</X*X -f- ÔX*r/Xr=:: 2 5r/x*X=: O. 

Donc toutes les tangentes à la surface en X sont situées 
dans un même plan perpendiculaire à *x. Si Y est un 

point quelconque de ce plan, y — x = — ? e étant un 

infiniment petit réel. Donc l'équation du plan tangent 
peut s'écrire 

J6('ï — \) *X=r: o, 
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c'est-à-dire, en vertu de Téquation de la surface, 

(1) BY<t>X=zl 
OU 

(2) 0X*Y=:I. 

Il est évident, d'après cela, que *x est un vecteur nor- 
mal en X à la surface, 

136. Soit ON une perpendiculaire abaissée du centre 
sur le plan tangent. Nous avons 

et de plus, puisque N est dans le plan tangent, 

Donc z = 7 — rr j et le module de ON ou de z*x est 

^V=:-- 9 d'où N=(*x)"-^ 

^*X 

Ainsi *x représente un vecteur normal en X; et la 
longueur de ce vecteur est l'inverse de la distance du 
plan tangent au centre. 

De là encore on peut tirer aisément l'équation de la 
surface podaire, le centre étant pris pour pôle. Nous 
avons en effet 

$X=N~*, 

d'où, opérant par *-*, 

x= *-*N"^*. 

Substituant dans l'équation de la surface, 

(3) i5xN-**-*N-i=:i. 
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137. Supposons que des plans tangents passent tous 
par un point fixe P. Soit x le vecteur d'un quelconque 
des points de contact. Alors, d'après Téquation (a), 

(4) 5x*pr=:i, 

ce qui montre, *p étant un vecteur constant, que tous 
les points de contact sont situés dans un même plan 
perpendiculaire à *p, c'est-à-dire parallèle au plan tan- 
gent au point de rencontre de OP avec la surface. Ce 
plan, dont la section avec la surface donne la courbe des 
contacts, est le plan polaire du point P. 

138. Soient maintenant des plans tangents parallèles 
à une droite donnée a. Le point x -hzk doit appartenir 
au plan tangent, quel que soit z. Donc, si nous prenons 
Téquation du plan tangent sous la forme ( a ), nous avons 

J0x*(x -hZk] = I, 

c'est-à-dire, puisque le point X est sur la surface, 

(5) 5x*A:=I. 

La courbe de contact est donc située dans un plan qui 
passe par le centre. Ce plan est perpendiculaire à *a. 

Si nous avions mené par le centre le vecteur paral- 
lèle à A jusqu'à la surface, la normale au point de ren- 
contre eût été parallèle à *a. Donc le plan de contact 
est parallèle à ce plan tangent. 

139. Dans l'hypothèse du n°137, on peut se proposer 
de déterminer le cône circonscrit correspondant au 
point P, c'est-à-dire le lieu des tangentes à la surface 
issues de ce point. 

Le point de contact d'un des plans tangents étant X, 
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nous aurons, pour le vecteur d'un point quelconque de 
la tangente, 

(6) -\Z=P + 3(X — p). 

De plus, 

Si Ton remplace x par sa valeur tirée de (6), puis qu'on 
élimine z entre les deux équations résultantes, on trouve 
aisément 

j6y*t.j6p*p — 5y*y — Ôp*p = ^6y*p)-— 2St*p 

ou, en ajoutant i de part et d'autre, 

(7) (ô\*Y — i)(Sp*p — 1)=: (Sy*p — l)*. 

Telle est l'équation du cône circonscrit cherché. 
Elle se réduirait à 

j5y*Y' 6p*p — 1)1^ (0Y*p)* 

si l'on transportait l'origine au sommet P. 

Si dans l'équation (j) on remplace p para — A, puis si 
l'on fait croître a indéfiniment, il vient à la limite 

(8) {0Y*Y— i)Sa*a — [0y*a)*. 

C'est l'équation du cylindre circonscrit parallèle à la 
direction A. 

Plans diamétraux et diamètres. 

140. Proposons-nous de chercher le lieu des milieux 
des cordes parallèles à une direction donnée a. 

Soit z le vecteur de ce point milieu ; les deux extré- 
mités de la corde considérée auront pour vecteurs 
z H- 2:a, z — zk. Ces deux points appartenant à la sur- 

L. ~ Qttaternions . iq 
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face, nous aurons 

j6(z 4- 2a)*(b 4- «a) = I, J5( z — «a) ♦(z — «a) = l, 
et de là, par soustraction, 

(l) 0Z*A=: O. 

C'est l'équation d'un plan passant par le centre. Ce 
plan diamétral, correspondant à la direction a, est donc 
parallèle au plan tangent à l'extrémité du diamètre pa- 
rallèle à A. 

141 . Soient BOC ce plan, B et G des points appartenant 
à la courbe d'intersection avec la surface. On a, en vertu 
de l'équation (i), quel que soit b, 

(a) j6b*a = o, d'où £iA^B = 0. 

Donc, A représentant le point de rencontre de la di- 
rection A avec la surface, le plan diamétral correspon- 
dant à la direction OB passe par A. 

Si nous supposons maintenant que ce dernier plan 
soit AOC, nous avons 

£c$B=:o ou j6b$c = o; 

mais, puisque les relations (a) sont indépendantes du 
point B de la section BOC, on a déjà 

JÔA*C = 0. 

Par conséquent, le plan diamétral correspondant à la di- 
rection c n'est autre que AOB. 

Nous avons ainsi trois demi-diamètres OA, OB, OC 
tels, que les cordes parallèles à chacun d'eux sont divisées 
en parties égales par le plan des deux autres. C'est ce 
qu'on appelle un système de demi^diamètres conjugués; 
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les trois plans qu'ils forment sont des plans diamétraux 
conjugués. 

Il est à remarquer qu'ici, clans notre manière de par- 
ler, nous raisonnons implicitement ^ur un ellipsoïde, 
lorsque nous supposons que les points A, B, C sont réels; 
mais il est aisé de se convaincre, en y regardant d'un 
peu près, que cela n'altère pas la généralité des résultats, 
qui peuvent être étendus aux autres surfaces à centre 
unique. 

142. En résumé, entre trois directions conjuguées a, 
B, c, nous avons les relations 

(3) 6A*B = 6B*A3:::i^B*C=i:J6c*B=Sc*A = JÔA*C:=0. 

Le vecteur c est donc perpendiculaire à la fois à *a 
et *B, et, par suite, il est delà forme ^tHA4>B; de 
même, *c est perpendiculaire à a et b et égal à çv'Uab. 
Ainsi, 

(4) A 1= l£lJ*B*C, B = pIJ*C*A, c = H^I)*a4>B, 

(5) *Ai=:tt'UBC, *B = t^'UcA, *C = ff' l) AB. 

Il y a lieu de remarquer aussi la relation 

(6) (t^'^-^tlAB^ M'D*A*B, 

dont on saisira toute, l'analogie, nous pourrions dire 
l'identité, avec les considérations présentées au n° 126. 

Nouvelle forme de réquation de l'ellipsoide. 

143. Soit que nous écrivions *x = — T-x, ou symbo- 
liquement 

(i) T = v/"=ri, 

l'équation générale des surfaces à centre du second 
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ordre deviendra alors 

Bx'¥^jL= -I, 

ou, Yx étant, comme tx, conjuguée à elle-même, 

SYxM^x=(M^x)* = — I, 
ou enfin 

(2) eM^X==:I, 

nouvelle forme de Téquation que nous appliquons désor- 
mais à l'ellipsoïde seul. 
En écrivant 

(3) s = ^x, 

nous voyons que le lieu du point s, donné par 

(4) «s = ,, 

est une sphère de rayon égal à l'unité. 

Ainsi, par la déformation que représente l'opéra- 
tion T, l'ellipsoïde peut se transformer en une sphère. Il 
est clair que, réciproquement, la sphère se transforme 
en un ellipsoïde au moyen de l'opération inverse 

(5) 3fc=lY-ls. 

Les équations (3) du n**142 deviennent alors 

de sorte que, si p, q, u sont les rayons de la sphère cor- 
respondant à À, B, c, il vient 

Spq ~ 0QR z= J$RP =r o. 

Les rayons correspondant à un système de demi -dia- 
mètres conjugués forment donc un système orthogonal, 
et réciproquement. 
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144. Pour prendre dès maintenant une idée précise 
des relations entre les fonctions * et T, rapportons le vec- 
teur X aux trois directions orthogonales ii, i|, I3 que nous 
supposerons dirigées suivantles axes de Tellipsoïde. Nous 
aurons 

(6) X = .riii-+-xji8-f-jr3i3 = — (ii^iiX-f-ia^ijX + igôijx). 
La fonction *x prendra alors la forme 

«? «I «3 

ce qui donne pour l'équation de l'ellipsoïde 5ix*x = i 
la relation bien connue 

(8) rl + rl+^ = '- 



Puisque *x= — ^'^x, l'opération T doit être telle 
qu'en la répétant deux fois et changeant le signe on ob- 
tienne le même résultat que par l'application de Topé- 
. ration ♦. Cela nous donne 

^^' \ "i ^t «3 y 

comme il est aisé de le vérifier par un calcul très 
simple. 

Donnons encore les relations suivantes, que le lecteur 
vérifiera non moins facilement : 

10) *'x= — 7 1 -7 1 7— )? 

(11) *-*X~rt'Jli0IiX-|-fl|lj0IjX -hiîjIs^IjX, 

(la) T-*X=: — («iIi^IjX + ^jIjSljX -i-fl3l3^l3x), 

Xr=T~*yx 



(i3) 

^ ' ^ — (tfiI,5liyX-4-^2Ïj0l8Yx + rt3l30l3>Fx)' 
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Ces fonctions sont évidemment toutes vectorielles et 
linéaires, et elles jouissent les unes et les autres des 
propriétés fondamentales que nous avons étudiées. 

On voit pourquoi nous avons dû raisonner sur l'ellip- 
soïde pour conserver leur réalité aux trois valeurs «i, 
«2, «8 et de quelle manière il serait possible de passer de 
là aux deux hyperboloïdes. 

Axes de rellipspide. 

145. La fonction ^x, comme nous l'avons vu, repré- 
sente la normale en X à la surface. Si donc nous nous 
proposons de trouver les points de la surface en lesquels 
la normale passe par le centre, il faudra obtenir les di- 
rections non altérées par l'opération *, c'est-à-dire les 
directions principales (128) de cette fonction *. 

Elles sont évidemment les mêmes que celles de l'opé- 
ration Y = )J—^, car, si txj = — ^^Xi, on aura néces- 
sairement 

Ces directions principales sont celles des axes de la 
surface, et elles sont orthogonales, les fonctions étant 
conjuguées à elles-mêmes. 

Dans la transformation de la sphère en ellipsoïde 
( 143), les directions des axes sont celles des rayons de la 
sphère que la transformation laisse invariables. 

146. L'équation en s correspondant à la fonction * 
est 

s^ — /Tïj f ' -h m^s — m =z.o; 

nous aurons, par conséquent, pour la direction de l'axe x, 
correspondant à la racine Si , 

(l) 4»X,=r5,X„ 
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d'où 

si nous appelons ai la longueur du demi-axe suivant Xi. 
Mais de la formule (i) nous tirons 

(3) ^'^x, = jx,. 

Si donc nous cherchons la longueur i, du demi-axe 
de l'ellipsoïde 

(4) 0x*-»x=i, 
dirigé suivant Xi, il viendra 

I = 0Xi*-*Xi= - xj = — - 6* 

(5) s, = ^bl 

Ainsi les trois racines de l'équation en ^ représentent, 
en signe contraire, les carrés des demi-axes de l'ellip- 
soïde (4). 

Si nous augmentons les trois racines de la même quan- 
tité h, les différences des carrés des axes de Tellip- 
soïde (4) lie seront pas altérées. Or l'équation en s s'ob- 
tiendra en transformant s en s -h h^ ce qui revient, dans 
l'équation cubique symbolique, à transformer* en * -f- /i, 
et, par conséquent, *~* devient 

Il suit de là que l'équation 

(6) $x{^-hh)-U = i 

représente toutes les surfaces homofocales de l'ellip- 
soïde (4) lorsqu'on y fatil varier le paramètre Z^. 
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147. On peut déduire de là que deux surfaces homo- 
focales du second ordre se coupent orthogonalement. 
Soit en effet une autre surface homofocale à (6) : 

(7) ' Ôii[^-hh')-'x = i. 

Si X est un point commun aux deux surfaces, les nor- 
males en ce point ont respectivement pour directions 

N = (* -|-^)-^*x et k'— [♦ -h A')-*x. 
De là 

jSwx'nz 5x(*-f- /l)-*(* -h ^')-^X, 

les fonctions (*4-/i)~*, (*-f- /*')""• étant conjuguées à 
elles-mêmes. 

Or on a l'identité symbolique 

(*+//)-*(* -*-^')"* = ^^,[(* + ^' )"*-(* + /')"']• 

Par conséquent, à cause des équations (6) et (7), il 
viendra 

(8) 0NN' = ^y-^Sx[(* + /*')-»-(* + //)->]x = O, 

à moins que h = N, 

Donc, si les deux surfaces homofocales ne coïncident 
pas, elles se coupent orthogonalement. 

Sections planes. 

148. Soit un plan passant par le centre de la surface 
et perpendiculaire au vecteur a. La courbe d'intersection 
sera déterminée par le système des deux équations 

(l) , 0X4»X=:I, 5aX =r o; 

Si Ton veut en trouver les axes, il faut chercher les 
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directions qui rendent ^x maximum ou minimum^ c'est- 
à-dire qui donnent d^x = o ou 

(2) $xdx=zO. 

Or, en différentiant les équations (i), nous avons 

(3) 0*xrfx=ro, 0A^Xr=O; 

dx doit donc être normal à la fois à A, à *x et àx; donc 
ces trois directions sont coplanaires, ce qui donne 

(4) $àX^\ =z o. 

Il est d'ailleurs visible que Ax est un vecteur. 

Il resterait à résoudre le système des équations (i) 
et (4). 

La seconde équation (i) peut s'écrire 

0A*-**X=:O ou 0*X*-*A=:O. 

Ainsi *x est perpendiculaire à *""* A et à Ax. 
Donc *x est de la forme 

Opérant par ^.xX, on trouve 

I = zx'ÔA*"*^ a; 
delà 

0x*-'a 



x'<l>Xz=:X — A 



6a*-U^ 



X— — I — \«* -U, 

et enfin 

(5) 0a(i — xH)-1a=:0. 
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Cette équation peut encore s'écrire 



^^(♦-îi) ^=0- 



Or, d'après les formules (la) et (i5) du n* 126, nous 
avons, en remplaçant dans la première de ces formules^" 

en sorte que l'équation devient, sous forme ordinaire, 

(6) //ix*6A4»~'A— x'5a(//Ij— <I>)a -h a'— o. 

En la résolvant par rapport àx^, on obtient les carrés 
des demi-axes de la section. Le produit des racines est 

''^''^-//lÔA^-U' 

et par conséquent l'aire de la section, lorsqu'elle est el- 
liptique, a pour valeur 

y' — /?i0A<l>"*A 

Si les deux racines x|,xj sont égales, la section est 
circulaire. 

149. Nous avons vu au n» 132 que la fonction *x 
peut se mettre sous la forme 

<l»x=:/x+ mtî(r,4- «i3)x(ii — /ÎI3), 

ou, si nous désignons par p, q les vecteurs - — =r^j 

^ m 
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h — f^H 

L'équalion de toute surface du second ordre à centre 
unique peut donc s'écrire 

(7) /x*H-Spxqx =1, 
ou encore (H4) 

(8) i$Fx$q\-h (/— 6pq)x* = i. 

Il est évident sous cette forme que les directions p et 
Q sont perpendiculaires aux sections circulaires, car, si 
nous coupons la surface, par exemple, par le plan 
0PX = o, il nous reste 

[/-6pq)x'z=i, 

équation d'une sphère qui a même centre que la sur- 
face. 

Génératrices rectilignes. 

150. Soit toujours 0x*x = i l'équation de la surface. 
Si A est un point de la surface et qu'il y ait, passant par 
ce point, une génératrice rectiligne parallèle à b, l'équa- 
tion doit être satisfaite pour tout vecteur A-hzB, quel 
que soit z. 

Cela nous donne 

SA*AH-2 36A<l»B-f- 3'jgiB*B = I, 

c'est-à-dire 

(l) SA*B=rO, Sb*B=i:0. 

La première de ces équations est celle du plan diamé- 
tral conjugué à la direction a, la seconde celle du cône 
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asymptoliqiie. L'intersection de ce cône par ce plan dia- 
métral donne donc les directions des génératrices recti- 
lignes passant en A. 

Les équations (i) nous donnent 

Opérant par 0p, puis par 5q, p et q étant deux vec- 
teurs quelconques non coplanaires avec A, 

(i) 6b(/*p -4- Uap) =0, 6b(j*q-|- Uaq) = o. 

De là 

0*a(j*P + tiAp)(7*Q -f- Uaq) = 0, 
OU 

/?2J*J6ÎAPQ-4- jS*a(*pUaQ -f-UAP*Q) — 6A<frA0APQ = 0. 

Or 

tl(*p.llAQ)= qS(<I»p.a) — a6i*p.q], 

t)(UAP.*Q) =Z — pS(<I»Q.a)H- Ae(*Q'.P), 

et la somme de ces deux expressions est 

q5(*p.a) — p0(*q.a) = qSp*a — p5q*a=:U(*aUpq). 

Donc le coefficient du terme en j^ se réduit à 

54>a4>aUpq = o, 

et l'équation devient 

mf^= 6a*a, 
d'où 



/ôa4»a /i 



Mais, d'après les équations (a), nous avons 

MB— U(j*P-f-UAP)(/*Q-4-llAQ) 



221 

OU, par des transformations analogues aux précédentes, 

équation qui, selon le signe de jy donnera Tune ou 
l'autre des deux génératrices ; mj^ est d'ailleurs toujours 
égal à 1. 

Bpq est un vecteur quelconque, non perpendiculaire 
à A. Désignons-le par t, et il viendra 



£<B=:*-*T — A0AT ±:i/ — tif* 



V ni 



t>A.T 



= U(*A.DA*-lT;,±i/~»(*A.T). 

Gela peut s'écrire encore 

^ ' y m 

c'est-à-dire, en posant U<i>at = k, 

y m 

Chacun de ces systèmes de valeurs de u et de j donne 
un des systèmes de génératrices rectilignes. 



EXERCICES. 

80. Trouver sur un ellipsoïde un point tel que le plan tangent 
en ce point détache sur les trois axes des segments égaux à 
partir du centre. 

Prenons les trois directions ij, ig, I3 suivant les axes, et soit/? 
le segment détache» L'équation du plan tangent, si x est le point 
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de contact, peut s*ëcrire 

Elle doit être ve'rifiée pour y = /7ii, /^i,, pi^. Donc 

/;6ll«X=:l, 

ou, en coordonnées cartésiennes, 



r, I 



De même 9 



'IL— -fi — ii — 1 — __ J- 

81. Trouver la distance du centre de l* ellipsoïde à un plan 
tangent. 

X étant le point de contact, le carré de cette distance sera 
donné par 



fe)" 



d'où 

.r* .r' .r* 



A* 



a: 



82. Z/ew t/ef5 points de contact des plans tangents faisant 
un angle donne avec l'un des axes. 

Soit I3 la direction de Taxe considéré. Alors la quantité 
Sijtl^x =c est constante. De là 

équation d'un cône qui peut s'écrire, en coordonnées carté- 
siennes. 



x\ ^ [ x\ .?•* .r\\ 

a\ \a\ a\ a;J 
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Ce cône a pour axe I39 pour directrice une ellipse de demi- 
axes ^1 et a,, et son intersection avec Tellipsoîde donne le lieu 
demandé. 

83. Lieu d'un point tel que la distance du centre à son plan 
polaire soit constante. 

Soit T le point considéré ; Téquation de son plan polaire est 

Sx*T = I. 

La distance du centre à ce plan est ^ — • L'équation du lieu 

cherché est donc 

€*T=rconst. 

ou 

(*t)'= S(*T*t) =:J6t<I»*Tz=: COUSt. 

C'est Téquation d'un ellipsoïde concentrique au premier; on 
peut l'écrire sous forme cartésienne 

xj x\ .rj 

-[• -t- -| -t- -| = const. 
a\ a\ a\ 

84. Si par un point pris à l 'intérieur d'un ellipsoïde on mène 
trois cordes rectangulaires^ la somme des inverses des produits 
de leurs segments sera constante. 

Soient m le vecteur du point donné, a, b, c des vecteurs uni- 
taires suivant les trois cordes. Nous devons avoir 

6 (m -h jr A ) * (m + xa) = I . 

Le produit des racines de cette équation du second degré en x 

est 

Bm^m — I 

j5a<I»a 
L'inverse de ce produit est donc 

~ Ba^a, 

6m*m — I 
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et la somme des inverses sera 



- (0A*A 4- 0B*B+ Sc*c). 



La quantité entre parenthèses est constante, car soit un autre 
système orthogonal unitaire a', b', c', et 

A'=«A-|-;3B-f-7C, 
b'=: «lA + piB -h 7iC, 

c'ir^flCjA-hlSjB-hyjC. 

Alors 

5a *a' z= a*J3A*A -h |3«0B <I»B + 7^6c*c, 

et l'on a deux valeurs pareilles pour Sb'*b', j5c'*c', ce qui 
permet de vérifier par addition la propriété annoncée, car 
a*-f- aj -h a* =1 1, tous les vecteurs considérés étant unitaires. 

CoBOLLAiRE. — La propriété subsiste non seulement lorsque 
le point M est fixe, mais même lorsque 0m* m — i reste con- 
stant, c'est-à-dire lorsque le point M se meut sur un ellipsoïde 
semblable au premier.- 

85. Lieu du sommet d'un trièdre trlrectangie dont les trois 
arêtes sont tangentes à l* ellipsoïde. 

Soient z le vecteur du sommet, a un vecteur unitaire suivant 
la direction d'une des tangentes et z -f- *a le vecteur du point 
de contact. 

On a 

5 (z -h .rA ) * f z -h .r A ). = I , 

et, pour que les deux valeurs de x coïncident, il faut 

(0z*a)2=5a*a(0z*z — l). 

On a deux autres équations pareilles en b, c; les ajoutant 
toutes trois, en tenant compte de ce que a, b, c sont rectangu- 
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laires et des résultats de Texercice i)iëcédent, on obtient 

(— *Z)' = /'(0Z*Z — l) 

on 

ce qui reprefsente un ellipsoïde concentrique à Tellipsoïde pro- 
pose. 

86. D*un point donné sur la surface d'un ellipsoïde on mène 
trois vecteurs rectangulaires jusqu'à la rencontre de la surface. 
Le plan des trois points de rencontre passe par un point fixe. 
Lieu de ce point. 

Soient x le point donné; a, b,c trois directions unitaires rec- 
tangulaires. Alors 

5x*x=^i, 5(x -î- /a)*(x4-/a) = 1, 
d*où 

2ÔA*X 



j6a<^a 



6a*x 
Les vecteurs des points de rencontre sont donc x — 2a . ^ 

et deux autres de forme pareille. 

En formant l'équation du plan passant par ces trois points, 
on s'assure aisément qu'elle est vérifiée par le vecteur 

a6a*x -I- bSb4>x -}-cSc*x 1^ 

Y := x — 2 ; ^^ X H *X. 

6a4>a -1- ÔB*B -h i»c4»c m, 

Delà 

'' = -.■(* ^f) ^' 

et, en substituant dans l'équation 6.v*x _- i, 

L. -- Quaternions. *^ 
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C'est l'équation du lieu cherche, ellipsoïde concentrique au 
proposé. 

87. (a), (|3), (y) sont trois ellipsoïdes homothétiques deux à 
deux; («) et (p) sont concentriques; (y) a son centre sur la 
surface de ( j3 ) . Les ellipsoïdes [v.) et [y] se couperont suiuant 
une courbe plane dont le plan est parallèle au plan tangent 
rt ( j3 ) mené par le centre de ( y ) . 

Écrivons les équations des ellipsoïdes : 



(«) 




S\^x — a, 


(P) 




J0x*x=6, 


(y) 


S(x 


-a)*(x--a;^c 


On a 




J^AtAnz b. 


Retranchant 


(y) de (a), il vient 




2ÔX<^A := b -T- a — c. 



équation d'un plan normal à la direction * a, qui est précisément 
celle de la normale à ((3) en A. Donc, etc. 

88. Deux ellipsoïdes semblables et semblablement placés 
sont coupés par un ellipsoïde variable, semblable aux deux 
premiers et semblablement placé^ de telle sorte que les plans 
d* intersection soient à angle droit. On demande le lieu du 
centre de l 'ellipsoïde variable. 

Soient 

6x*x==i, J6(x — a)*(x — a) — /- 

les équations des deux ellipsoïdes donnés, 

jSi(x — Z)<I>(X — z) --Z 

celle de l'ellipsoïde sécant. Par soustraction, nous aurons les 
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deux plans d'intersection : 

hBk^z = Sz^z -f- 1 — 3, 
20x*(z - a)==j3z*z — 0A*A — « 4-^. 

Le premier est normal à *z, Tautre à * (z — a). Pour que ces 
plans soient perpendiculaires entre eux, il faut donc 

6*Z*(z — a)=:0 ou £î(z^-A)*'zrr:0. 

Cette équation représente le lieu du point Z, qui est un ellip- 
soïde dont l'équation cartésienne serait 

2 9 9/' ' 



..j -'2 «3 \ «; ' ^2 

.r'j, .r'g, ar'j représentant les coordonnées de A. 

Remarque. — Toute équation de la forme 

Sx*(x 4- a) ^ o 

représente une surface du second ordre à centre unique, car on 
peut récrire 

89. Discuter V équation 

X = ^*A-1- e/*B -f- (^ -f- m)'c. 
En rapportant X aux trois directions a, b, c, on aura 

X y z 

X— -A + -B + -C, 

abc 

et .r, j, 2 seront les coordonnées de X, généralement obliques. 
Alors 

a h c ^ 



\c a bj at 

équation d'un cône du second ordre. 



xy 
ab 
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En faisant / = — u, on a 

\ — t^{ti 4- b), 

vecteur passant par le milieu de AB. On voit de même que le 
cône touche les plans BOC, COA suivant des droites qui passent 
par les milieux de BC, CA. 

Si l'on coupe par le plan ABC, on obtiendra donc une ellipse 
inscrite dans le triangle AÈC et tangente aux côtés en leurs mi- 
lieux . 

90. Dans une surface à centre du second ordre, on mène un 
système de trois demi-diamètres conjugués. Trouver l'enveloppe 
du plan qui passe par leurs extrémités. 

Soient a, b, c les trois demi-diamètres. On a 

SA*A=:SB*B=.Sc*Crr=I, 5a4»B zr: 6b*C=:^Sc*A ^=0. 

Formons l'équation 

i5Y<ï»Y =: - 

d'une surface semblable et concentrique à la proposée. 
On vérifie cette équation en y remplaçant y par 

A -h B -4- c 

°== 3 

De plus, le plan tangent en D a pour équation 
^ I 

or 

JSa^D :i=JÔB*Dr=5c*D=rr-. 

o 

Le plan tangent passe donc en A,B,G. 

Par conséquent, l'enveloppe demandée du plan ABC n'est 
autre que la surface horaothétique «i la proposée dont nous 
avons écrit l'équation. 
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Le point de contact avec l'enveloppe est précisément le 
point D, centre de gravité du triangle ABC. 



EXERCICES PROPOSES SUR LE CHAPITRE XI. 

1. La somme des carrés de trois diamètres conjugués d'uiï 
ellipsoïde est constante. 

2. La somme des carrés des distances du centre d*un ellip- 
soïde à trois plans tangents rectangulaires est constante. 

3. La somme des carrés des projections de trois diamètres 
conjugués d'un ellipsoïde sur l'un quelconque des trois axes est 
égale au carré de cet axe. 

4. La somme des inverses des carrés des distances au centre 
de trois plans tangents menés par les extrémités de diamètres 
conjugués est constante. 

5. Par un point fixe on mène des cordes à un ellipsoïde; par 
les extrémités de chaque corde, on mène les plans tangents. 
Démontrer que les intersections des couples de plans tangents 
sont toutes situées dans un même plan. Donner la direction et 
réquation de ce plan. 

6. Trouver l'équation de la courbe décrite par un point 
d'une droite de longueur donnée, dont les extrémités s'ap- 
puient sur deux droites données. 

7. Deux arêtes d'un trièdre trirectangle sont assujetties à se 
mouvoir dans deux ])lan$ donnés. Former l'équation du cône 
décrit par la troisième arête. 
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8. Discuter Tëquation 

X r^iKA + (3b 4- yc, 
avec la condition a|3 -f- (3«y + ya = o. 

9. Lieu d'un point tel que la somme des carrés de ses dis- 
tances à un certain nombre de points donnés soit constante. 

10. Former Tëquation de la surface engendrée par des 
droites divisant proportionnellement les côtés opposés d'un 
quadrilatère gauche. 

li . Lieu d'un point tel que le rapport de ses distances à deux 
droites données soit constant. 

12. Lieu d'un point tel que le carré de sa distance à une 
droite donnée soit proportionnel à sa dislance à un plan donné. 

13. Deux ellipsoïdes homothétiques se coupent suivant une 
courbe plane dont le plan est conjugué à la direction de la ligne 
des centres. 

14. Sur trois demi-diamètres conjugués a, b, g d'un ellipsoïde, 
on porte les longueurs a'=:/?a, b' = pny c! .= pc. Soient (a), 
( j3), (y) les plans polaires de A', B', C'. Déterminer la somme 
des carrés des inverses des distances du centre aux plans (a), 

(P).(7). 

15. Si l'on construit un parallélépipède sur trois demi-dia- 
mètres conjugués d'un ellipsoïde, la somme des carrés des aires 
des faces de ce parallélépipède est constante. 

16. Lieu des intersections de trois plans tangents aux extré- 
mités de trois demi-diamètres conjugués d'une surface à centre 
du second ordre. 

17. Exprimer la condition pour que la surface £ix*x=ri 
soit de révolution. 
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18. Trouver, sur la surface 5x4» x = i , le lieu des points où 
les génératrices rectilignes se rencontrent à angle droit. 

19. Trouver l'équation de la surface décrite par une droite 
tournant autour d'un axe qu'elle ne rencontre pas. 

20. Par le centre de chaque section plane centrale d'un ellip- 
soïde, on élève une perpendiculaire sur laquelle on prend des 
segments égaux aux deux axes de la section. Lieu des extrémités 
de ces segments. 

21. Enveloppe des plans des sections d'aires égales dans un 
ellipsoïde. 

22. Lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
d'un ellipsoïde sur un plan passant par les extrémités de trois 
diamètres conjugués. 

23. Si quatre surfaces du second ordre sont semblables et 
semblablement placées, les plans des courbes d'intersection de 
ces surfaces deux à deux passent tous par un même point. 



FIN. 
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CÔNE circonscrit à une surface du second ordre 208 

Conjugué d'un produit de deux biradiales 38 

» (Trièdre principal) 193 

Conjuguées (Biradiales) 37 

» ( Fonctions vectorielles linéaires) 182 



TABLE ANALYTIQUE. 235 

GONJCGCÉES à elles-mêmes (Fonctions vectorielles linéaires) t83 

Conjugués (Diamètres et plans diamétraux) 126, an 

» (Quaternions) 44 

» ( Vecteurs) 87 

Constantes m, m^, m, dans Tinversion de la fonction 4> 188 

Coordonnées cartésiennes 68 

CoPLANAiRES (Biradialos) 3o 

» (Points) 16, 33 

» (Vecteurs) a4i 67 

Corde commune à deux circonférences 89 

» des contacts dans une circonférence 90 

Cordes focales d'une parabole. i58 

» de la parabole i53, i54, iSy 

» rectangulaires issues d'un point d'une surface du second 

ordre « asS 

« supplémentaires dans Tellipse 1 36 

Décomposition d'une biradiale 82 

» d'un vecteur i4, 16 

Dérivé (Tétraèdre) 84 

Dérivée (Absence de) io5 

» d'un quaternion i 112 

Diamétraux (Plans) d'une surface du second ordre 209 

Diamètres de l'ellipse 126 

» de l'hyperbole i35, i4i 

• de la parabole i5i 

Diamètres conjugués de Tellipse 127 

» d'une surface du second ordre 211 

Différence de deux vecteurs 6 

» de deux vecteurs parallèles '. 3 

DiFFÉRBNTiATiON dcs fouctious impHcitcs 116 

» d'une fonction réelle de quaternions 1 1 3 

n d'un quaternion io4i 112 

DlFFÉRENTIATIONS SUCCCSSiveS 111 

Différentielle d'une fonction de quaternionti io4 

>• d'une fonction composée 107 

» d'un produit 108 

» d'un quotient io8 

» d'une somme 106 

de ^X 109 

àeUX 1 09 

• de jr* iio 

» de -• lïo 

X 

• dey, m 



a36 TABLE ANALYTIQUE. 

Directions principales d'une fonction ^ 1 89 

» d*une fonction ^ conjuguée à elle-même.. . 192 

Distance du centre de l'ellipse à une tangente 1 28 

Distances des foyers de Tellipse à une tangente 129 

DiSTRiBUTiVE (Propriété) de la multiplication des quaternions. ... 4^ 

» de l'opération d 106 

Division des biradiales '. 38 

» des vecteurs 49 

Division harmonique 96 

Division d'un tétraèdre en deux parties équivalentes 82 

Droite (Équations d'une) 72 

» perpendiculaire à deux autres 78 

• perpendiculaire à un plan ']\ 

Égalité des biradiales 3o 

» des vecteurs i 

Ellipse (Cordes supplémentaires de 1' ) 126 

» ( Diamètres de r ) 126 

» (Distance du centre à une tangente à T) 128 

• (Équations de 1') 118, 122, 127 

» (Parallélogramme inscrit à une) i3o 

» ( Podaire de V ) par rapport à un foyer 1 29 

» (Produits des distances des foyers à une tangente à T) . . . 129 

» (Tangente à T) 121 

Ellipsoïde (Axes d'un ) * 214 

» (Sections circulaires de 1*) 219 

» (Sections planes centrales de T) 216 

• ( Transformation de 1' ) en une sphère 212 

Équation générale des surfaces du second ordre 20^ 

» linéaire générale en quaternions 180 

» symbolique fondamentale *' — m,*'— w,* — w = o. . . 189 

» en* 189 

Éqcation cartésienne de l'ellipse 122 

Équation réelle de la circonférence 88 

>» de la sphère 88 

Éqcations de la droite 72 

» de l'ellipse 118,122,127 

» de l'hyperbole i33 

» de la parabole 149 

» du plan 73 

» vectorielles de l'hyperbole :39 

» vectorielles de la parabole i52 

Expression de JSabc i65 

» de JSxy 69 

» det^ABC ; 167 



TABLE ANALYTIQUE. aSj 

Expression de U (UabUbc) 168 

» de AllBC-i-BtJcA-HcUAD i68 

» de x5abc " 169 

Extrémité d'un vecteur i 

Facteurs (Produits de deux) i6'| 

Final (Vecteur) d'une biradiale 29 

Focales (Cordes) d'une parabole 1 j8 

Fonction composée ( Différentielle d'une) 107 

Fonction implicite (Différentielle d'une) 116 

Fonction réelle (Différentiation d'une) 11 3 

Fonction ♦ : Ses directions principales 189, 194 

» Formes nouvelles de la fonction ^ 194 

» Son inversion 18^, 186 

• Son usage dans les surfaces du second ordre 206 

Fonctions vectorielles linéaires « 181 

Fonctions vectorielles linéaires conjuguées 182 

Fonctions ^ conjuguées à elles-mêmes 1 83 

FONCTIONS ^ (Propriétés essentielles des) 181 

» (Forme cartésienne des) 2i3 

Formule générale d'une rotation 171 

Formules 164 

Foyer (Podaire de l'ellipse par rapport à un ) 1 29 

Foyers de Tellipse (Distance d'une tangente aux) 129 

Génératrices rectilignes d'une surface à centre du second ordre. . . 219 

Grandeur d'une biradiale 3o 

» d'un quaternion ." 4-^ 

• d'un vecteur a 

Hamilton ( Méthode d') pour l'inversion de la fonction 186 

Harmonique (Division) ... 96 

Hauteurs d'un tétraèdre (Condition de rencontre des) 173 

HoMOFOCALES (Surfaccs) du second ordre 216 

Homologiques (Tétraèdres) 1 73 

Hyperbole (Asymptotes de 1') 1 3(i, 1 4 r , 1 44 

» (Diamètres de 1') : i35, 14 1 

m (Diamètres conjugués de 1') 1 36 

» (Équations de 1') i33 

» (Équations vectorielles de 1*) 1 39 

» (Tangentes à 1') i35, 142, i45 

Initial (Vecteur) d'une biradiale 29 

Interprétation de l'opérateur v 



^ 



» de s dans les surfaces du second ordre 2 15 

» de d ABC 66 

detJ(ttABUBc). 67 

Intersection de deux plans ... : 78 



a38 TABLE ANALYTIQUE. 

Imtsksion de la fonction « par décomposition 184 

» de la fonction « par la méthode d'Hamilton 186 

u de — a;ijJ5i,x--<i;i,6i,x — <iji,6i,x i85 

L1NÉAIBE8 (Équations) 180 

» (Fonctions vectorielles]' . 181, 182 

Milieu d'une droite 9 

MoDULS d*une biradiale 3o 

» d'un quaternion 13| 54 

» d'un vecteur a 

MoYEKS (Points et vecteurs). ai 

MuLTiPLiCATiO!« dcs biradialcs 35 

a des côtés successifs de certains polygones . . G3, (i.]^ 63 

» de deux expressions réciproques 58 

■• des quaternions 4^* 4^i ^> 

» des unités rectangulaires 4^ 

» de deux vecteurs 4? 

» de deux vecteurs rectangulaires 4 ^ 

» de plusieurs vecteurs G3 

Nc]f<MQCEs(Bi radiales) 3o 

Opérategb d (Propriété distrihutive de 1' ) 106 

Opérateur V i»4 

Origine d'un vecteur 1 

Parabole (Cordes de la) i53, i54, 157 

( Cordes focales de la ) i58 

M (Diamètres de la) i5i 

» (Équation de la) i49 

» (Podairede la) i55 

» (Tangentes à la] i5o 

» (Triangle inscrit dans une) 160 

Parallèle (Plan) à deux droites 75 

Parallélépipède (Volume du) G6 

Parallèles ( Vecteurs) 3 

Parallélooramme coupé par une circonférence 93 

» inscrit dans une ellipse i3o 

Pentagone inscrit dans une sphère 65 

Perpendiculaire commune à deux droites 77 

• à une droite 76 

» à un plan 74» 7^ 

Plan des contacts dans la sphèr<>- 90 

n (Équation du) 73 

» parallèle à deux droites 75 

» passant par une droite et perpendiculaire à un plan 75 

Plan tangent à une sphère 90 

» à une surface ii3 

• à une surface du second ordre 206 



TABLE ANALYTIQUE, aSp 

Planes (Sections) d'un ellipsoïde a i6 

Plans ( Intersection de deux) ^8 

Plans diamétraux conjugués aïo 

» d'une surface du second ordre aog 

PoDAiRE de Tellipse par rapport à un foyer 1 29 

» de la parabole par rapport au sommet i55 

PoDAiRE (Surface) d'une sphère 100 

» d'une surface du second ordre 207 

Points coplanaires 17, 28 

» en ligne droite 16, a3 

» moyens ai 

Pôles et polaires dans la circonférence gS 

Pôles, plans et droites polaires dans la sphère 97 

Polyèdre (Somme Tectorielle de la surface d'un) 83, 176 

Polygone fermé i4 

Pbincipal (Trièdre) 192 

Principales (Directions) d'une fonction ^ 189 

» d'une fonction ^ conjuguée à elle-même. 19^ 

Produit des côtés successifs de certains polygones 63 

• de deux biradiales 35, 38 

» des distances des foyers de l'ellipse à une tangente 129 

• de deux vecteurs 47 

» de deux vecteurs rectangulaires 4' 

» de plusieurs quaternions 61 

*. de plusieurs vecteurs 63 

Produit (Différentielle d'un) 108 

Produits de deux facteurs 164 

» de plusieurs vecteurs 170 

» de trois vecteurs i65 

PropriIté associative de la multiplication des quaternions 4^ 

• associative de la multiplication des unités rectangulaires. 4^ 
» commutative de la multiplication de deux quantités réci- 
proques 58 

i> commutative des signes d et S, d et b, d et cj 108 

» distributive de la multiplication des quaternions 4^t 4^ 

• distributive de l'opération d 106 

» d'un parallélogramme coupé par un cerclo 98 

• projective de six points 174 

■ de trois cercles coupés par un quatrième 92 

• de trois tangentes à un cercle 94i 98 

Propriétés essentielles des fonctions ^ 181 

Puissance d'un vecteur * 56 

Quadrilatère (Produit des côtés successifs d'un ) 63 

QuATERNiON (Angle et axe d'un ) 54 

» (Définition d'un) 4^ 



24o TAbLc ANALYTIQUR. 

QcATERiviON (Dérivée et différentielle d'un ) 1 1 a 

» (Module d'un) 4-^» ^4 

» (Tenseur d'un) 4^ 

QcATHRNiONS conjugués t 44 

» (Produit de plusieurs) 6i 

» unitaires 4^ 

QooTiENT (Différentielle d*un ) io8 

Quotients de deux vecteurs /i9 

» (Transformation des) en produits 5o 

Rapport de deux vecteurs parallèles 4 

Rapports géométriques 29 

Réciprooce d'une expression quelconque 67 

Réciproques (Biradiales) 36 

» ( Multiplication de deux quantités) 58 

Recta!«gles (Biradiales) 3o 

Rectangulaires (Unités) 89 

Rectilignes (Génératrices) d'une surface à centre du second ordre. 219 

R&ELLE (Partie) d'une biradiale 4^ 

Représentation analytique d'une biradiale l^i 

» d'une biradiale rectangle '. 34 

• d'un vecteur , 2 

Rotation (Formule générale d'une) 171 

Rotations successives 172 

Scalaire (Partie) d'une biradiale 4'^ 

Sections circulaires d'un ellipsoïde 219 

» planes d'un ellipsoïde 216 

» planes d'une-spbère 93 

Sens d'un vecteur 3 

Somme de biradiales 3 1 

• de biradiales rectangles .* . 33 

» des côtés d'un polygone fermé 1 4 

• (Différentielle d'une) 106 

» de vecteurs 5 

» de vecteurs parallèles 4 

» vectorielle de la surface extérieure d'un polyèdre 83, i-j.S 

Soustraction de deux vecteurs. 6 

» de deux vecteurs parallèles 4 

Sphère (Équation réelle d'une) 88 

» (Plan tangent à la) 90 

» ( Pôles, plans et droites polaires dans la ) 97 

» (Sections planes de la) 93 

» ( Transformation d'un ellipsoïde en une) 212 

Sphérique (Addition) 36 

Surface extérieure d'un polyèdre (Somme vectorielle de la).. . 83, 176 

Surface du second ordre (Cône circonscrit h une) 208 



TABLE ANALYTIQUE. 24l 

ScRFACE du second ordre (Équations d'une) 20^ 

» (Génératrices rectiiignes d'une) 319 

» (Plans diamétraux et diamètres d'une) . 209 

» (Plan tangent à une) 206 

» (Surface podaire d'une) 207 

Surface podaire d'une sphère ....;... 100 

» d'une surface du second ordre 207 

Symbolique fondamentale (Équation) ♦' — m^^* — w, ♦ — m = o. . 189 

Symbolique (Partie) d'une biradiale 4^ 

Tangent (Plan) à une surface du second ordre «... 206 

Tangentes au cercle 89 

» à une courbe 112 

• à l'ellipse... 121, i25, 128 

» à l'hyperbole i35, 14 ', i45 

n à la parabole i5o 

Tenseur d'un quaternion 4^ 

» d'un vecteur 2 

TÉTR.VÈDRB (Centre de gravité d'un ) 2^ 

< » (Division en deux parties équivalentes d'un ) ' 82 

M (Hauteurs d'un) 178 

» (Volume d'un) 66 

Tétraèdre dérivé 84 

Tétraèdres homologiques 17') 

Théorèmes d'Apollonius 127, i38 

Transformation des quotients un produits 5o 

» d'une sphère en un ellipsoïde 212 

Transformée par inversion d'une droite ou d'un plan ; 91 

Triangle (Centre de gravité d'un ) 8 

» (Produit des côtés successifs d'un) 6^ 

Triangle inscrit dans une parabole 160 

Triédre principal d'une fonction ^. 192 

Trièdres trircctangles (Propriétés des) 1 76, 224 

Unitaires (Biradiales) 3o 

» (Quaternion?) ^3 

» ( Vecteurs) 4 

Unités rectangulaires ^ 89 

Vecteur ( Carré d'un ) 87 

» (Décomposition d'un) 16 

» (Définition d'un) 1 

» (Grandeur, module ou tenseur d'un ) 2 

» (Origine et extrémité d'un) i 

» (Puissance d'un ) 56 

» (Représentation d'un) 2 

Vecteurs conjugués 87 

» coplanaires t4, 67 



a42 TABLE ANALYTIQUE. 

Vecteuhs égaux i 

initial et final d'une biradiale 29 

moyens 22 

parallèles 4 

(Produit de deux) 47 

(Produits de plusieurs) i65, 170 

(Quotient de deux) 49 

rectangulaires 89 

de sens contraires 3 

unitaires 4 

Vbctohiellb (Partie) d'une biradiale 4^ 

Vectoeibllbs (Équations) de l'hyperbole 189 

» de la parabole 162 

Yectobiellbs linéaires (Fonctions) ^ 181 

» conjuguées 182 

» conjuguées à elles -mèmeb .. .. i83 

Verseurs 4^ 

yoLOMB d'un parallélépipède 66 

» d'un tétraèdre 66 
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